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RESUMEN

En el presente trabajo se analiza la influencia de las curvas de Lorenz, el
Principio de Transferencias y las relaciones de mayoracién entre vectores de
renta sobre las medidas de desigualdad. De esta forma, se pasa revista al
desarrollo histérico que ha permitido disenar el conjunto actual de aziomas
o propiedades deseables para que una medida de desigualdad se comporte
razonablemente. Ademads, se analiza la problemédtica de la ordenacién en
desigualdad de los vectores de renta. Ante la imposibilidad de seleccion
de una unica medida de desigualdad, se presenta la construccién de un
indicador sintético dindmico construido a partir de una bateria de indices
simples de desigualdad, compatibles con el criterio de dominacién de Lorenz.
Finalmente, se incluye como ilustracion el estudio de la evolucién de la
desigualdad y el nivel de vida en los paises de la Unién Europea, durante el
periodo 1993-1999.
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Economic Inequality Measurement
Through Lorenz Curves

ABSTRACT

This paper focuses both on the foundations of income inequality measures
and on their relations with Lorenz curves, the Pigou-Dalton’s transfer prin-
ciple and majorization relations among income vectors. So the historic de-
velopment of these concepts is surveyed to show how the current broad-
accepted set of properties and axioms was generated, in order to define
whether an inequality measure has a good perform or not. In doing so, it
will be possible to check out when a particular inequality measure performs
in a suitable way. Furthermore, an analysis on the problems related to in-
equality orders and dominance relations among income vectors is included.
Because of choosing a unique inequality indicator is highly arguable, the
construction of a Lorenz-compatible synthetic dynamic inequality indicator
is presented, using an initial set with basic Lorenz-compatible inequality
indices as starting point. Finally, as an illustration, an analysis of both
inequality and well-being trends in the European Union countries during
1993-1999 is included.

Keywords: Lorenz curves; income inequality measures; income distribu-
tion.
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1. Introduccion

Puede considerarse que el renovado interés suscitado en la comunidad
investigadora, en relacion con la problemadtica de la desigualdad econdmica, tiene sus
puntos de partida en el articulo de Atkinson (1970) y el libro de Sen (1973), ambos de
gran repercusion en dicho campo de investigacion. Desde estas fechas, los articulos y
libros sobre este tema aparecen con bastante regularidad, habiéndose extendido este
interés a multitud de problemas cercanos, de indudable interés social, como son los

estudios sobre pobreza, movilidad, polarizacion y privacion, entre otros.

A lo largo de este tiempo, varias han sido las aproximaciones al problema,
incluyendo postulados de bienestar social que pudieran dotar de un apoyo procedente de
la Teoria Econdmica a las diversas medidas de desigualdad', cuyo niimero y variedad se
ha incrementado notablemente, lo que ha sido motivo regular de fuertes controversias,
como puede apreciarse en Cowell (1995), Foster (1985), Nygard y Sandstrém (1981) y
Dagum (2001), entre otros, por citar solo algunos de los trabajos mas relevantes o, en el
caso espafiol, los trabajos de Zubiri (1985), Ruiz-Castillo (1987) y Pena, Callealta,
Casas, Merediz y Nunez (1996).

Sin embargo, pese a la ingente cantidad de literatura referida, en el analisis de la
desigualdad econdmica sigue primando el paradigma de la curva de Lorenz, como el
elemento basico que sirve de apoyo a este analisis, aun teniendo en cuenta que esta
propuesta ya viene desarrollada en Lorenz (1905), por lo que permanece resistiendo los

embates de la teoria, durante mas de un siglo.

En el presente trabajo, se trata, en primer lugar, de encontrar la base que permite
la cuantificacion de la desigualdad econdmica. Para ello, se efectuard una revision de
los conceptos clésicos relacionados con la mayoracion de rentas que permitira
especificar el fundamento tedrico que sirve de apoyo a las curvas de Lorenz y a las
medidas de desigualdad economica, tal y como se entienden actualmente. Este intento
queda justificado por la necesidad de volver a plantear los contenidos basicos, desde un
punto de vista estadistico, lo que permitird una mejor comprension a la hora de entender

los mecanismos que actuan al medir la desigualdad econdémica y podran, por lo tanto,

' Cuando se hace referencia a las medidas de desigualdad, deben entenderse como funciones o
indicadores de una distribucion de rentas que pretenden medir la desigualdad existente en el reparto de los
recursos. Por tanto, no significa que exista conexion con el concepto habitual de la Teoria de la Medida.
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servir de apoyo a una seleccion mas eficaz de las medidas de desigualdad mas
adecuadas. Para ello, comenzaremos efectuando una sintesis historica que recoja los
principales hitos registrados en el estudio de la desigualdad econdmica, recuperando
conceptos como la convexidad en el sentido de Schur, o S-convexidad, las
transferencias progresivas y regresivas en el sentido de Pigou-Dalton, y la relacion de
mayoracion entre distribuciones de renta. A continuacion, se citan los principales
resultados relacionados con la desigualdad econdmica, para terminar sintetizando los
elementos clave que actiian sobre esta manera de entender el analisis de la desigualdad

econdmica.

Los primeros estudios sobre la desigualdad econdmica se remontan a su
planteamiento mediante la relaciéon de mayoracion entre distribuciones de renta. En este
sentido, ya Muirhead (1903) relaciona el concepto de mayoracion con las transferencias
progresivas de renta, que serian formalizadas mas tarde. En 1905, M.O. Lorenz propone
sus curvas para analizar la desigualdad de la renta y de la riqueza, indicando que el
abombamiento de las mismas es un indicador de la desigualdad existente en la

distribucién.

Al haberse cumplido recientemente el centenario de la publicacion en la Revista
Journal of the American Statistical Association, del articulo en el que M.O. Lorenz
presenta las curvas que tanta repercusion han tenido posteriormente en el analisis de la
desigualdad, y al que este articulo quisiera rendir tributo, no queda por menos que
asombrarse al comprobar cémo la descripcion de las curvas de Lorenz ocupa apenas 3

paginas, teniendo en cuenta cudl ha sido su influencia posterior.

En 1912, C. Gini propone el indicador que lleva su nombre para medir
desigualdad, a partir de la medida de la diferencia media de las rentas de la distribucion.
En este mismo afio, Pigou sugiere las ideas que mas tarde se formalizaran mediante el
Principio de Transferencias, que H. Dalton formula, en términos rigurosos en 1920,
entre sus cuatro principios, que incluyen el conocido posteriormente como Principio de
Poblacion. Un poco mas adelante, y de nuevo en relacion con el concepto de
mayoracion, Schur presenta, en 1923, su concepto de convexidad, intimamente
relacionado con las matrices biestocasticas y, a través de ellas, con el concepto de

transferencia progresiva.
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En 1929, Hardy, Littlewood y Polya publican sus primeros resultados sobre
desigualdades en un articulo de la revista The Messenger of Mathematics. Son el
precedente de su trascendente libro /nequalities, cuya primera edicion aparecid en 1934.
Sin embargo, es en 1932 cuando Karamata demuestra el Teorema que lleva su nombre,
que ya habia sido propuesto sin demostracion por Hardy, Littlewood y Polya en 1929, y
cuyo contenido es una de las piedras angulares de la mediciéon de la desigualdad

economica.

Como extension de la propuesta original, J. Gastwirth propone, en 1971, la
expresion explicita de las curvas de Lorenz para variables aleatorias de caracter general,

lo que permite el tratamiento riguroso de las mismas.

Obviamente, la relacion anterior no estaria completa sin la mencion del ya
resefado articulo de A. B. Atkinson, en 1970, en el que sienta las bases, aunque no
exentas de polémica, sobre el contenido normativo de las medidas de desigualdad que
llevan su nombre y que se basan en la funcién general de promedios. Ademads, debe
resefarse, de nuevo, la aparicion, en 1973, del libro de A.K. Sen cuyo titulo es On
economic inequality, que ha sido objeto, en 1999, de una reimpresion que incluye un
amplio anexo que recoge diversos avances en la medicion de la desigualdad, a cargo del
mismo autor y de J.E. Foster (Sen y Foster, 1999). Este tltimo autor publica, en 1985, el
Teorema que lleva su nombre, en el que explicita las condiciones que debe cumplir un
indicador de desigualdad econdmica para que sea compatible con la curva de Lorenz, en
términos notablemente distintos a los precedentes, iniciando, de manera ya decidida, el
estudio de la adecuacion de las medidas de desigualdad a partir de sus propiedades,
también denominadas axiomas de la desigualdad, aunque esta aproximacion ya contaba

con referentes previos en la literatura.

Por fin, en 2001, C. Dagum publica en la revista Estudios de Economia Aplicada,
una sintesis a partir de diversos articulos ya publicados en varias revistas desde 1981, en
el que pone de manifiesto su vision del fundamento econdémico de las distintas medidas
de desigualdad, como contrapunto a la vision normativa derivada del enfoque de

Atkinson.

En esta revision, necesariamente breve, se ha tratado de sefialar la evolucion que

ha registrado el estudio de la desigualdad econdmica, teniendo en cuenta los diversos
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conceptos que se han configurado como fundamentales en el tratamiento del fendmeno,
si bien la tendencia actual tiende a presentar estos contenidos en forma de propiedades o
axiomas, como ya se ha indicado, aunque algo desligados de los conceptos que,
historicamente, les sirvieron de soporte y que se desarrollaran en los siguientes
epigrafes. Este tratamiento permitird una seleccion mas fundamentada de medidas de
desigualdad, asi como una guia para la presentacion de propuestas alternativas, tanto
para la comparacion como para la cuantificacion de la desigualdad incluida en las

distribuciones de renta.

Con todas las consideraciones anteriores, a continuaciéon se presentan en la
Seccion 2 las definiciones bdésicas para introducir el concepto de desigualdad, que se
aborda junto con la exposicion de las curvas de Lorenz y su problematica, en la Seccién
3. En la Seccién 4, se analiza el Principio de Transferencias de Dalton-Pigou y su
relacion con conceptos clave como la S-convexidad y los indicadores de desigualdad.
La Seccion 5 analiza el planteamiento axiomatico del concepto de desigualdad, para
pasar revista a otros criterios alternativos de comparacion en la Seccion 6. La Seccion 7
presenta los indicadores sintéticos dinamicos de desigualdad y nivel de vida como
alternativa al problema de la seleccion de un unico indicador de desigualdad. La
Seccion 8 revisa la evolucion de la desigualdad y el nivel de vida en los paises de la
Union Europea, durante 1993-1999, como ilustracion de la aplicabilidad de los
conceptos desarrollados en la seccion anterior. El articulo termina extrayendo las

principales conclusiones en su Seccion 9.

2. El espacio de distribuciones de renta y el concepto de
mayoracion >
En primer lugar, pasemos a definir el espacio de distribuciones de renta que

servird de soporte a todos los conceptos posteriores. Asi, una distribucion de renta en

., C o . N
una poblaciéon con N individuos es cualquier vector de R, de modo que todas sus

% Nos referimos exclusivamente al concepto econdémico de renta, aunque el analisis se puede aplicar de
manera analoga a otros conceptos como el ingreso, el gasto o la riqueza, que pueden servir para fijar la
posicion econdmica de los individuos o de los hogares. En la practica, esta seleccion genera una polémica
basada tanto en elementos de indole tedrica, como de fiabilidad de los datos disponibles (Ruiz-Castillo,
1987; Pena, Callealta, Casas, Merediz y Nuifiez, 1996, entre otros).
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componentes sean no negativas, siendo la suma de todas estrictamente positiva, para
que exista un reparto de recursos entre los individuos que componen la poblacion. Es

decir:
. N
D, ={(x,,x2,...,xN):xi >0,i=1,..,N; le. >0}.
i=1

Ahora bien, desde el punto de vista de la desigualdad existente en el reparto,
cualquier permutacion de estos vectores ofrece la misma distribucidn, sin mas cambios
que la identidad o el lugar que ocupa cada receptor’. Para plasmar esta idea, sea ITxyy el

conjunto de matrices de permutacion de orden N y definamos la siguiente relacion de

. . *
equivalenciaen Dy :
x=y < x=II.y, Ilell,,,

de manera que elegiremos como representante canénico de las clases de equivalencia

los vectores de rentas ordenadas de menor a mayor:
Dy = Dy/m ={(x,%;0Xy) X, <X, <. <X ) (2.1)

Asi pues, el espacio considerado de distribuciones de renta sera:

p=Jb, .

N=2

Una vez definido el espacio de distribuciones de renta, pasemos a definir la
relacion de mayoracion entre las mismas. Sean x e y dos distribuciones de renta de Dy,

entonces se dird que x estd mayorada por y (x < y) si presenta una distribucion mas

igualitaria; es decir:

x<y < {7 = (2.2)

3 Este enunciado se denomina también axioma de simetria o anonimato en relacion con la medida de la
desigualdad (Foster, 1985).
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Puede observarse como esta relacion se convierte en el precedente directo de la
comparacion mediante curvas de Lorenz, que se presentard mas tarde, aunque es mas
restrictiva ya que solo permite comparar distribuciones de renta en poblaciones
igualmente numerosas y en las que la cantidad total de recursos distribuidos es la
misma. Se comprueba sin dificultad que esta relacion entre vectores de Dy tiene

estructura de ordenacion parcial o cuasi-ordenacion.

3. Desigualdad economica y curvas de Lorenz

Puede encontrarse un precedente del concepto de desigualdad cuando V. Pareto
(1897) identifica una menor desigualdad con la situacion en que los ingresos personales
tienden a ser mas parecidos, lo que, como afirman Castagnoli y Muliere (1990),
constituye una version temprana del Principio de Transferencias, aunque aun sin

formalizar.

Por otra parte, como ya se ha visto, la relacion de mayoracion incluye el concepto
de distribucion mas igualitaria, en el sentido de que sus componentes sean mas similares
que en el otro vector con el que se compara. Este hecho induce a clarificar
definitivamente el concepto de desigualdad que tratamos de medir. En este sentido,
resulta muy adecuada la siguiente frase, con la que describe el concepto Simon Kuznets:
Cuando hablamos de desigualdad de renta, simplemente nos referimos a diferencia de
rentas, sin tener en cuenta su deseabilidad como sistema de recompensas o su
indeseabilidad como sistema que contradice cierto esquema de igualdad (S. Kuznets,
1953, pag. xxvii). Asi pues, de acuerdo con lo expresado, una medida de desigualdad
econdmica no valora lo adecuado que es el reparto, sino cuan cerca o lejos se encuentra
de la igualdad, entendiendo por tal la situaciéon en la que todos los individuos de la
poblacion perciben idéntica renta, sin que esto signifique un fin en si mismo. Esta
ultima argumentacion conduce a Bartels (1977) a postular la necesidad de que una
medida de desigualdad explicite una distribucion de referencia como patréon con
respecto al que se compara, que sirva como paradigma de lo que debiera ser una
distribucion justa, si bien esta propuesta no ha encontrado excesivo eco en la literatura,
ya que la distribucion de referencia utilizada es aquella en la que todas las componentes

son idénticas e iguales a la renta media, lo que corresponde a la distribucion igualitaria.
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Y, sin embargo, las aseveraciones sobre desigualdad generan una amplia
repercusion, lo que Amartya Sen expresa de la siguiente forma: La idea de desigualdad
es muy simple y muy compleja a la vez. Por una parte, es la mas simple de todas las
ideas y ha motivado a la gente con un atractivo inmediato dificilmente comparable con
ningun otro concepto. Por otra parte, sin embargo, es una nocion extraordinariamente
compleja que hace las aseveraciones sobre desigualdad altamente problemdticas y ha
sido, por tanto, objeto de amplia investigacion por parte de filosofos, estadisticos,
teoricos de la politica, sociologos y economistas (A. Sen, 1973, pag. vii). Pues bien,
mas de treinta afnos después, no puede decirse que haya un método para medir la
desigualdad de rentas que haya sido capaz de suscitar el consenso en la comunidad
investigadora, siendo el instrumento que mas cerca se encuentra de ello la curva de

Lorenz, que se presenta a continuacion.

3.1. Curvas de Lorenz y el criterio de dominacion asociado

La curva propuesta por Lorenz (1905) se construye de la siguiente forma. Sea x un
una distribucion de renta del espacio D. A partir de ella, se construyen los porcentajes
acumulados de individuos y de rentas repartidas, recordando que los vectores tienen sus
componentes ordenadas de menor a mayor, que son no negativas y denotando por X a

la media aritmética:

i
2, =0; p":ﬁ’ i=12,...N

L 3.1)
4, =0; 4= 2% ,i=12,..,N

Con tales porcentajes, la curva de Lorenz, L(p), es la poligonal que une los puntos del
conjunto {(p;,qi); 1 = 0,1,...,N}, que claramente estard inscrita en el cuadrado unidad, de
manera que la proximidad a la situacion de un reparto igualitario viene determinada por
la cercania de la curva a la diagonal del cuadrado en que se haya inscrita, y siendo, por
lo tanto, su abombamiento el que indica un aumento paulatino en la desigualdad del

reparto.

Evidentemente, esta definicion es descriptiva y puede generalizarse al caso en que
la renta sea una variable aleatoria X, no negativa, cuya esperanza matematica es | y

cuya funcioén de distribucion es F(x) (Kendall y Stuart, 1977, por ejemplo):
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p=Fx)=] ;‘dF(z)
1 oo (3.2)
q=L[F(x)] :;jot-dF(z)

En este contexto, Gastwirth (1971) sugiere un enfoque unificador, que permite

expresar la curva de Lorenz de forma explicita mediante:
Lp) =~ F(0)-dr, (3.3)
oo

siendo F~'(p)=inf{x:F(x)> p}.

Las propiedades de la curva de Lorenz son ampliamente conocidas (Casas y
Nunez, 1987, por ejemplo, o Nygard y Sandstrom, 1981, para mayor amplitud), pero,
entre ellas, merece destacarse que la pendiente de L(p), si es derivable, viene
determinada por la funcion:

(=" e,
7

que la funcidn diferencia con respecto a la diagonal:
A(p) :p_L(p) > P E[Oal]a

presenta un maximo en el punto p=F(u), y es particularmente interesante el siguiente
resultado de naturaleza mas general, que caracteriza el conjunto de funciones que

pueden ser curvas de Lorenz:

Teorema 3.1 (Iritani y Kuga, 1983): Una funcioén ¢ = L(p), definida en [0,1], es la curva
de Lorenz de alguna variable aleatoria no negativa, X; si y solo si verifica las siguientes
propiedades:

1) LO)=0; L) =1;

i) L(p) es no decreciente y convexa.

Ahora bien, toda la discusion previa a la introduccion de las curvas de Lorenz

gravité en relacion con la comparacion de distribuciones de renta, en términos de la
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desigualdad que exhiben. Asi pues, de acuerdo con lo ya expresado, se establece la

siguiente relacion, denominada genéricamente criterio de dominacion de Lorenz.

Definicion 3.1: Sean x e y dos distribuciones de renta del espacio D; entonces, se dice
que x es menos desigual que y en el sentido de Lorenz (x < y) cuando la curva de

Lorenz de y encierra completamente a la de x:

x<, ye L(p)2L(p) , Vpe[O,l]. 3.4)

Frente a la relacion de mayoracion, esta resulta ser mas versatil, ya que no precisa
que las poblaciones tengan el mismo nimero de integrantes. Ahora bien, en este ultimo

caso, es evidente que:
<y o [éH%} . xyeD,. (3.5)

siendo, por lo tanto, el concepto de mayoracion el que estd presente en la génesis del
criterio de dominacién de Lorenz. Esta relacion presenta ahora estructura de preorden
(reflexiva y transitiva) o de orden parcial, si se define entre clases de distribuciones de
renta proporcionales, de manera que, si dos curvas de Lorenz se cortan, las
distribuciones de renta que las generan resultan no comparables, situacion que aparece
con mucha frecuencia en la préctica, como es bien conocido. Para presentar esta
estructura, se acostumbra a utilizar los diagramas de Hesse, tal y como puede verse en

Pena, Callealta, Casas, Merediz y Nufiez (1996), por ejemplo.

Precisamente, es ésta la razon para la busqueda de las denominadas medidas de
desigualdad, que permitan una ordenacion total de distribuciones, aunque lo consigan a
costa de introducir esquemas de ponderacidon sobre los tramos de las distribuciones de
renta, lo que provoca ordenaciones contradictorias en muchos casos, cuando se

comparan las proporcionadas por diferentes medidas de desigualdad.

3.2. Formas funcionales para estimar la curva de Lorenz

El Teorema 3.1 caracteriza al conjunto de funciones que pueden ser curvas de
Lorenz, lo que resulta de gran utilidad en la linea de investigacién que propone el ajuste

directo de las curvas de Lorenz, mediante familias de formas funcionales que
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corresponderan a los modelos probabilisticos asociados de la distribucion de la renta.

Algunas de las propuestas mas simples son las siguientes:

- Potencial: L(p) = p’,b>1 (Casas y Nunez, 1991).
- Exponencial: L(p) = p-a”",a>1 (Gupta, 1984).
- Potencial-Exponencial:

L(p) = p"-e"”  b>1,¢>0 (Kakwaniy Podder, 1973).

Por supuesto, se han propuesto una gran cantidad de formas funcionales mas
complejas en la literatura. Ademas, es util el siguiente resultado, que permite ampliar la

gama de posibilidades:

Cualquier combinacion lineal convexa de curvas que verifican el Teorema 3.1, lo

verifica a su vez (Casas, Herrerias y Nufiez, 1997).

Por otra parte, también es posible encontrar nuevas formas funcionales, mediante

. . L. .. 4
transformaciones. En este sentido, es util el siguiente resultado:

Teorema 3.2 (Sarabia, Castillo y Slottje, 1999): Sea L(p) una curva de Lorenz.

Entonces, las siguientes transformaciones son también curvas de Lorenz:

a) L,(p) =p“-L(p) , a=l;

b) L,(p) = p*-L(p) , 0<a<l, L) (p)=0;

o L,(p) =Lp)y , y=l.

También se han obtenido resultados, utilizando como base un modelo para la
distribucion de la renta, como los modelos de McDonald (Sarabia, Castillo y Slottje,
2002), o bien partiendo de la funcién cuantil asociada, como en el caso de la

distribucion de Wakeby (Houghton, 1978), por ejemplo.

Un modo de conseguir un orden total en la comparacion de curvas de Lorenz,
consiste en ajustar formas funcionales que solo dependan de un parametro. Entre las
diversas posibilidades existentes, pueden utilizarse las distribuciones fuertemente
unimodales (Arnold, Robertson, Brockett y Shu, 1987), que son aquellas cuya funcion

de densidad f{.) es log-concava; es decir:

* En relacion con los métodos de estimacion necesarios, puede verse Castillo, Hadi y Sarabia (1998).
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X es fuertemente unimodal < i M <0, Vxe®R.
dx\ f(x)

Estas distribuciones permiten generar curvas de Lorenz del tipo
L(p) = F(F'(p)-7), t>0, siempre que el dominio de X sea del tipo (a,+o0),

donde F(.) es la funcion de distribucion asociada. Ejemplos de curvas asi generadas son
las del modelo log-normal, obtenido cuando X sigue una distribucion normal, o la
correspondiente al modelo de Pareto, que se obtiene cuando X es de valor extremo, con
funcion de distribucion F(x) = I — exp(-¢"). El principal inconveniente que generan las
curvas de Lorenz asi obtenidas es que vienen determinadas por modelos excesivamente

rigidos para la renta, tal y como se aprecia en los ejemplos comentados”.

4. S-convexidad y el Principio de Transferencias de Pigou-

Dalton

Ya se ha hecho referencia anteriormente al precedente del Principio de
Transferencias presente en Pareto (1897), aunque aun sin formalizar. Sin embargo, H.
Dalton (1920, pag. 351) lo plantea en estos términos apoyandose en lo expuesto por
Pigou (1912, pag. 24): Si hay solo dos receptores de renta, y se produce una
transferencia de renta del mas rico al mas pobre, la desigualdad disminuye. Mas
adelante, impone la restriccion obvia de que la cantidad transferida no debe alterar la
posicion relativa de ambos perceptores, lo que le conduce a afirmar que la transferencia

mas igualadora asciende a la mitad de la diferencia de renta que ostentan ambos.

En su version mas general, podemos establecer el Principio de Transferencias de
Pigou-Dalton de la siguiente manera: Si la distribucion de renta y se obtiene de x
mediante una transferencia progresiva (regresiva) de renta, o una sucesion finita no
vacia de ellas, entonces la desigualdad disminuye (aumenta). Pasemos ahora a plantear

el concepto de transferencia progresiva de forma mas rigurosa.

> Por supuesto, existen esquemas mas complejos y con mayor niimero de parametros. En este sentido,
puede verse Sarabia, Castillo y Slottje (1999), entre otros.
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Definicion 4.1: Sean x,yeDy, dos distribuciones de renta en una poblacion con N
individuos, ordenadas en sentido no decreciente, entonces se dice que y se obtiene de x

mediante una fransferencia progresiva de renta si:

X, — X
X = (X Xipees X eis Xy ) = Y = (X X+ 6yy Xy = 0, Xy ) 56(0,%}

y, en tal caso, se dird que x se obtiene de y mediante una transferencia regresiva.

A continuacidn, tratemos de asociar este nuevo concepto con la relacion de
mayoracion. A este proposito responde un resultado de 1903 que, expresado en la

terminologia ya presentada, establece lo siguiente:

Teorema 4.1 (Muirhead, 1903): Sean x,yeDy, dos distribuciones de renta en una
poblacion con N individuos, ordenadas en sentido no decreciente. Entonces, x estd

mayorado por y (x < y) siy solo si x se puede obtener de y mediante un numero finito

de transferencias progresivas.

Por lo tanto, debemos concluir que el Principio de Transferencias de Pigou-Dalton
representa la esencia de la relacion de mayoracion definida entre distribuciones de renta
y, por lo tanto, de la relacion de dominacidn en el sentido de Lorenz y la medida de la
desigualdad. No obstante, sin menospreciar el interés de la afirmacion anterior, debe
admitirse que la formulacion actual resulta aun escasamente operativa, por lo que, a
continuacion, se tratara de obtener una caracterizacion mas eficaz de ambos conceptos.
Para conseguir este objetivo, recurriremos al conjunto de las matrices biestocasticas,

cuya definicion se expresa a continuacion.

Definicion 4.2: Una matriz Py se dice biestocastica o doblemente estocdstica, si
verifica las siguientes condiciones:

l) 0 Spi/ <1 , \7/1,] :1,2,...,N;

N
11) Zp;,' =1 5 vz:l,z,,N,
j=1

N
iii) Y p, =1, Vj=12,.,N.
i=1

Asi pues, se trata de matrices finitas, de manera que cada una de sus filas o

columnas constituye una distribucion de probabilidad. El conjunto de estas matrices esta
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muy relacionado con el de matrices de permutacion, como muestra el resultado que se

reproduce a continuacion.

Teorema 4.2 (Birkhoff, 1976): El conjunto de las matrices biestocasticas de dimension
(NxN) constituye la capsula convexa del conjunto de matrices de permutacién de la

misma dimension.

Asi pues, es facil comprobar que una matriz biestocastica produce un efecto
igualador al aplicarla sobre una distribucion de rentas, ya que, si P es una matriz (NxN)
de este tipo y se tienen dos vectores de renta x,y<Dy, de modo que x=P.y, entonces las
componentes de x seran combinaciones lineales convexas de las de y. Por lo tanto, se
obtiene una redistribucion progresiva en el sentido expresado por el Principio de

Transferencias. En efecto:

X, :Zyjpy. +yl.[1—2p”]=yi+2(yj —yl.)pi/. , i=12,..N.

J#i J#L J#i

Tras esta comprobacion, resulta evidente el siguiente resultado, que significd, en

su momento, un gran avance en este campo.

Teorema 4.3 (Hardy, Littlewood y Polya, 1952):
(x<y) & x=P-y, Vx,yeD,,

siendo P alguna matriz biestocastica de dimension (NxN).

Teniendo en cuenta los resultados anteriores, quedan caracterizadas las
transferencias progresivas de renta a través de operaciones de los vectores de renta con

matrices biestocasticas, que permiten una mayor facilidad de manejo algebraico.

Seguidamente, se pretende obtener funciones compatibles con la relacion de
mayoracion, que permitan generar medidas de la desigualdad entre distribuciones de
renta, habida cuenta de las intensas relaciones existentes con el Principio de
Transferencias y la dominacién de Lorenz. Tales funciones se presentan a continuacién

y dan lugar al concepto de S-convexidad.
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Definicion 4.3: Una funcion real ¢.), definida sobre Dy, se dice convexa en el sentido
de Schur o S-convexa cuando es isdtona con respecto a la relacion de mayoraciéon®. Es

decir:
(x=<y) = p(x)<o(»).

Si la desigualdad es estricta, la funcidén se denomina estrictamente S-convexa.

Para facilitar el manejo de las funciones presentadas, es necesaria una

caracterizacion util, mereciendo destacarse, en este sentido, el siguiente resultado.

Teorema 4.4 (Schur y Ostrowski)’: Sea I un intervalo real y ¢(.) una funcion definida
sobre IV, diferenciable con continuidad®. Entonces, ¢(,) es S-convexa si y solo si se

cumplen las siguientes condiciones:
. N
a) ¢(.) es simétrica sobre I".

b) Condiciéon de Schur:

' ox

i J

(x. —xj)-{a—w(x)—g—w(x)}ZO , Vi#j, VxeD,nI".
X .

Esta caracterizacion permite una manipulacion mas agil de este tipo de funciones.
Asi, por ejemplo, puede comprobarse que cualquier funcidon simétrica y convexa es

también S-convexa (Marshall y Olkin, 1979, pag. 67).

En estas condiciones, parece evidente que las medidas de desigualdad deben ser
funciones S-convexas, teniendo en cuenta las equivalencias expuestas. Asi, por ejemplo,
el indice de Gini (Gini, 1912, 1921) es una funcion estrictamente S-convexa’. Sin
embargo, la construccién de las medidas de desigualdad més usuales se asienta en el
siguiente resultado, que permite redondear la cadena de implicaciones relacionadas con

los conceptos de mayoracion y desigualdad.

Teorema 4.5 (Karamata, 1932):

N

(x=<y) @Zg(xi)SZg(yl.) , Vx,yeD,

i=l1

% Recuérdese que una funcion es isotona si mantiene la relacion binaria definida, de tipo ordinal.

7 En Ostrowski (1952).

¥ Se entiende que existen todas las derivadas parciales y son continuas.

? Marshall y Olkin (1979) ofrecen un amplio tratamiento de las funciones S-convexas y, en particular, el
resultado indicado en el texto.
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para todas las funciones reales g(.), convexas y continuas.

N
Una funcion del tipo A(x)=> g(x,), donde g() es convexa, se denomina

i=l1
separable convexa. Obviamente, cualquier funcion de este tipo es S-convexa, sin mas
que aplicar el Teorema 4.4, pero el reciproco no es cierto. Una consecuencia inmediata
del Teorema 4.5 es la siguiente, que lo relaciona directamente con la medicion de la
desigualdad, a través de la relacion de dominacion de Lorenz, permitiendo la

construccion directa de medidas de desigualdad compatibles con ella.

Corolario 4.1 (Arnold, 1987): Dadas dos variables aleatorias, X e Y, no negativas:

rer = figi ()

para cualquier funcién g(.), continua y convexa.

En primer lugar, debe observarse que el Corolario 4.1 se refiere a todas las
posibles funciones reales continuas y convexas, de manera que cada seleccion particular
daria como resultado una medida concreta de desigualdad. En este sentido, debe
concluirse que la ordenacion parcial generada por la dominacion de Lorenz sigue,
obviamente, estando presente, lo que, por otra parte, establece conexiones inmediatas
con la cuasi-ordenacion de interseccion (Sen, 1973, pag.72), que no es mas que una
ordenacién parcial algo menos restrictiva'’. Evidentemente, la seleccion de una medida
de desigualdad supone obtener una ordenacién total, al ser el caso extremo entre los
menos restrictivos de la problematica planteada. En dicha seleccion, el argumento de la
compatibilidad con la dominacion de Lorenz, aunque solidamente justificado,
enmascara, no obstante, las causas por las que distintas medidas difieren en la
ordenacion de distribuciones de renta, cuando no estan relacionadas mediante la
dominacion en el sentido de Lorenz, al asumir distintas ponderaciones sobre diferentes
tramos de la renta, lo que ha dado lugar a la selecciéon de baterias de medidas de

desigualdad compatibles como linea de investigacion, que se presentard mas adelante.

Por otra parte, el Corolario 4.1 permite la construccion de medidas de desigualdad

que comparan distribuciones de renta con igual numero de perceptores (Dy), aunque

1 . . . . . . .y
% Evidentemente, siempre que los indicadores considerados sean todos ellos compatibles con la relacion
de Lorenz. Si no es asi, la relacion entre ambas aproximaciones no permite la inclusion entre ellas.
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pudiera no coincidir el montante total de renta que se reparte, a costa de imponer que la
desigualdad deba mantenerse en distribuciones proporcionales de renta y que, por tanto,
las medidas deban ser funciones homogéneas de primer grado. Sin embargo, para
extender las comparaciones a cualquier pareja de vectores de renta (D), lo que supone
que el numero de perceptores pueda diferir, este resultado estd asumiendo el
denominado Principio de la Poblacion de Dalton, que el autor presenta en 1920, con el
nombre de Principio de adiciones proporcionales de personas (Dalton, 1920, pag. 357),
que puede expresarse de la siguiente forma: “la desigualdad se mantiene frente a

9511

réplicas de la poblacién” . Formalmente, esta restriccion impone que las medidas de

desigualdad deberan ser funciones de los valores de la funcion de distribucion empirica.

Teniendo en cuenta todas las consideraciones anteriores, puede establecerse, como
colofon, el siguiente resultado, que permite, ademas, explicitar la sensibilidad de las

diversas medidas a las transferencias de renta.

Teorema 4.6 (Atkinson, 1970; Kakwani, 1980): Si V() es una funcion real
estrictamente convexa, entonces cualquier medida de desigualdad del tipo

I(x)=E[V(x)] satisface el Principio de Transferencias de Pigou-Dalton en todos los

niveles de renta. Si, ademas, V() es diferenciable, su sensibilidad relativa a las

transferencias es proporcional a:

T() = Vix)— V'(x-8), >0,

5. Planteamiento axiomatico de la desigualdad

No obstante el desarrollo riguroso expuesto con anterioridad, actualmente resulta
mas pujante el planteamiento axiomatico. Consiste en la formulacion de propiedades
deseables que una buena medida de desigualdad deberia cumplir para poder ser
seleccionada entre el amplio abanico de posibilidades existentes y es, en este sentido, en
el que debe entenderse la nomenclatura de axiomas, en este caso. Asi pues, esta
aproximacion permite imponer propiedades mas restrictivas en relacion con las bésicas,

para que sirva de ayuda en la seleccion de medidas de desigualdad que exhiban un buen

11 : JOR T .7 . ..
Se entiende por réplica de orden r de una poblacion al vector de rentas construido repitiendo r veces
cada una de las componentes del vector original, dando lugar a (X,...”,X1,X2,...”, X250, Xnyeo. X)) -
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comportamiento. Sin 4nimo de exhaustividad'?, se exponen a continuacion aquellas que
son mas comunmente aceptadas, aunque en algiin caso se generen también ciertas
controversias, con el objetivo de establecer claramente la relacion entre esta
aproximacion y el desarrollo analitico anterior. Obviamente, se entiende que el
Principio de Transferencias de Pigou-Dalton también figura entre ellos, aunque ya se
present con anterioridad y, por ello, no se repite su formulacion en esta seccion'. En
todos ellos, /(.) representa una medida de desigualdad que no es mas que una funcioén
real definida sobre D, que cumplira el correspondiente axioma si verifica el contenido

que se explicita.

1. Axioma de Simetria o Imparcialidad: Sea x = (x;,x;,...xy)’eD y sea y =
(Xot1)Xo12),---Xorny) s donde of.) es una permutacion en el conjunto {1,2,...,N}. Entonces,
I(x)=1().

2. Axioma de Invarianza frente a Homotecias o Cambios de Escala:

I(Ax) = I(x), VxeD, Vi>0.

3. Principio de la Poblacion de Dalton: Sean x,yeD, de manera que y sea una
réplica de orden m de la distribucién x; es decir, y = ( x’x’..." ,x’)’, convenientemente

ordenado en sentido no decreciente. Entonces, /(x) = I(y).

4. Axioma de Normalizacion: En su version débil, expresa que I(x)>0, vxeD y

que, ademas:
Ix) =0 < Fc20:x = (cc,....c)"

Una version mas fuerte (normalizacion del rango) exige que la medida tome el valor 1
en el caso de extrema desigualdad.
5. Axioma de Adicién Constante’: Sean x,yeD, de manera que x = (x,,X2...xy)’,

v =(x;%c, x2tc, ..., xy+c ). Entonces, I(y) <I(x), Vc0.

Por otra parte, para armonizar este planteamiento con el desarrollado en los

epigrafes precedentes, se presenta la siguiente definicion, que introduce en el analisis el

'> Una exposiciéon amplia de axiomas propuestos en la literatura puede verse en Nygard y Sandstrom
(1981) o en Ruiz-Castillo (1986), por ejemplo.

" Por ello, los axiomas que se presentan se consideran bésicos por su relacion con la dominacion de
Lorenz. Entre los omitidos, destaca por su repercusion y controversia el axioma de descomponibilidad
aditiva (Bourguignon, 1979), que permite caracterizar una familia de medidas de desigualdad.

' Esta propiedad ya esta presente en Dalton (1920, pag. 357), razon de su inclusion aqui.
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criterio de dominacion de Lorenz, a través de la formulacidon de medidas de

desigualdad.

Definicion 5.1: Una funcion real /(.), definida sobre D, se dice que es una medida de
desigualdad compatible con la dominacion de Lorenz, cuando es is6tona con respecto a

esta relacion. Es decir:

Ix)21(y)=x2, y= L(p)<L,(p),Vp E[O,l] .

En estas condiciones, puede reconocerse como los tres primeros axiomas
precedentes constituyen una formulacion de las restricciones introducidas en el
desarrollo analitico para la construccion de medidas de desigualdad, sobre la base
original del Principio de Transferencias de Pigou-Dalton, tal y como lo pone de

manifiesto el siguiente resultado.

Teorema 5.1 (Foster, 1985): Una funcidn real /(.), definida sobre D, es una medida de
desigualdad compatible con la dominacion de Lorenz si y solo si verifica los cuatro
siguientes axiomas:
1) Simetria.
i1) Invarianza frente a Homotecias.
ii1) Principio de la Poblacion de Dalton.

iv) Principio de Transferencias de Pigou-Dalton.

Como puede verse, se trata de una reformulacién en términos axiomaticos del
desarrollo precedente. Como es de esperar, existe una amplia variedad de medidas de
desigualdad compatibles con la dominacion de Lorenz, entre las que cabe citar el
Coeficiente de Variacion, el Indice de Gini, la familia de medidas de Atkinson o la de

Theil, como las mas conocidas.

Este enfoque axiomatico ha permitido, como ya se ha expresado, la posibilidad de
definir axiomas mads restrictivos que intenten caracterizar o singularizar alguna medida
concreta, siendo el Principio de Transferencias de Pigou-Dalton el que mas se ha

prestado a este tratamiento, por el cardcter mas instrumental del resto'. Estas

'* No obstante, también se ha sugerido el uso de medidas absolutas, lo que supone eliminar el Axioma de
Invarianza frente a Homotecias (Moyes, 1987), aunque estan mas en consonancia con la denominada
relacion de dominacion generalizada de Lorenz (Shorrocks, 1983).
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restricciones tratan de enfatizar el esquema de ponderaciones que las correspondientes
medidas incorporan sobre los tramos de la distribucion, de manera que suele admitirse
habitualmente que las medidas ponderen con mas intensidad los tramos mas bajos de la
distribucion, siendo el limite de este planteamiento el correspondiente al paradigma
rawlsiano que actua solo sobre la minima renta (Rawls, 1972), aunque cabe argumentar
que este enfoque mide aspectos mas relacionados con la pobreza que con la desigualdad

. .. ., 16
asociadas a la distribucion .

En este sentido, Kolm (1976a y b) enuncia su Principio de Transferencias
Decrecientes, de la siguiente manera: “Si la distribucién de renta y se obtiene de x,
mediante una transferencia progresiva, entonces la desigualdad se reduce mas cuanto
mas pobre sea el individuo que la recibe (transferencias decrecientes)”. Asi pues, si se
eligen 4 rentas, de manera que x; <x; <x;, X; <xx < x5, de modo que las diferencias
entre transmisores y receptores se mantengan: x; — x; = X, — X; , €l enunciado del
Principio se expresa mediante:

I(xp, ., Xi+0, .., Xj= 0, .o, xn) <I(Xp, ..., XkF0, o, Xp= 0, ..., xn), 0>0,

donde /(.) es un indicador de desigualdad. Como puede observarse, este tipo de
transferencias también dejan invariante la media de la distribucion. Se comprueba como
la familia de indices de Atkinson y los de entropia (para c<2) verifican este Principio,
mientras que no lo hacen ni el indice de Gini ni el Coeficiente de Variacion. Por lo
tanto, si se acepta el contenido normativo de esta formulacion, la eleccion de medidas
de desigualdad queda restringida, aunque no permite caracterizar a ninguna de ellas en

particular.

Algo mas restrictivas resultan las transferencias compuestas favorables,
propuestas por Shorrocks y Foster (1987) que, siguiendo esta idea, componen una
transferencia progresiva y una regresiva de la misma cuantia, haciendo que ejerza un
mayor impacto sobre la desigualdad aquella que se realiza en el tramo mas bajo de

rentas. En este caso, los autores prueban que, si las curvas de Lorenz asociadas se

' Con esta idea, y teniendo en cuenta que el indice de Gini coincide con el doble del area que encierra la
curva de Lorenz (Kakwani, 1980, por ejemplo), se ha sugerido la posibilidad de utilizar indicadores
basados en elementos geométricos sobre la curva de Lorenz, como la maxima distancia a la diagonal
(Pietra, 1914-15, 1948; Schutz, 1951), su longitud (Kakwani, 1980) o areas ponderadas mediante
funciones especificas (Mehran, 1976; Casas y Nuiiez, 1991, entre otros).
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cruzan una sola vez, este Principio de Sensibilidad a las Transferencias equivale a la

utilizacion del Coeficiente de Variacion.

En cualquier caso, resulta dificil caracterizar una tinica medida de desigualdad
utilizando planteamientos de este tipo que, ademds, implican un fuerte contenido

normativo, lo que dificulta el que sean admitidos con un notable grado de consenso'”.

6. Criterios alternativos de comparacion

Dadas las caracteristicas de las relaciones de mayoracion y de dominacién de
Lorenz entre distribuciones de renta, se han propuesto otras alternativas, buscando una
ordenacion mas fina que las parciales que inducen las relaciones anteriores. En este
sentido, se exponen a continuacion algunas de ellas, aunque no debe olvidarse que la
ordenacion parcial obtenida es, de algin modo, inherente a la problematica de definir un

orden vectorial.

La primera relaciéon que se presenta es la de dominacion mediante curvas de
Lorenz generalizadas (Shorrocks, 1983), que tiene caracteristicas similares a la de

Lorenz, pero construida sobre las curvas generalizadas de Shorrocks:
LG (p)=x-L(p), p 6[0,1] ,xeD,
de manera que la relacion de dominacion se establece mediante:

XSLG yQLGx(p)ZLGV(p) s vpe[0a1]5

de la que su autor argumenta que, pese a tener también estructura de orden parcial,
permite obtener un nimero superior de comparaciones validas que la de Lorenz. Sin
embargo, el cambio de escala inducido con la multiplicacién por la renta media provoca
que estas curvas ya no midan desigualdad, sino que asuman postulados relacionados con
la valoracidon social del bienestar, aunque desde un punto de vista estrictamente
monetario, a través de funciones del tipo W(x) = X.(I-Ip) donde I es un indicador de

desigualdad, por lo que a veces se les llaman curvas de nivel de vida-renta (Pena,

' Otras aportaciones en esta misma linea de restriccion del Principio de Transferencias pueden verse en
Fleurbaey y Michel (2001), entre otros.
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Callealta, Casas, Merediz y Nuifiez, 1996). Estas curvas LG(.) son no decrecientes,

convexas y pasan por los puntos (0,0) y (1,X).

Otra alternativa considerada ha sido el denominado criterio de dominacion por
rangos (Nygard y Sandstrom, 1981), cuya definicion se presenta a continuacion para

dos vectores de renta x,y€Dn:
x,yex, <y, Vi=1L2,.,N.

Como puede observarse, estd muy relacionado con la mayoracion. Por otra parte, sigue
generando una estructura de orden parcial y estd también estrechamente vinculado con

la dominacion generalizada de Lorenz, ya que puede comprobarse facilmente que:

X<,y = XS0,

Una de las propuestas que mayor atencidon estd recibiendo actualmente la
constituye la dominacion estocastica de diversos 6rdenes (Muliere y Scarsini, 1989,
entre otros). Se trata de una relacion definida entre las funciones de distribuciéon de las
variables aleatorias que representan las diversas rentas. En este sentido, sea X una
variable aleatoria no negativa que representa la renta de una sociedad, y sea F(.) su
funcion de distribucion; entonces las funciones de distribucion de 6rdenes sucesivos se

definen a través de:

F(z) = F(z) = P(X<z), Vz20
F ()= F,(dt, vz20, Vj=23,..

y, en estas condiciones, se define la relacion de dominacion estocdstica de orden j
mediante la siguiente expresion, para dos distribuciones de renta x e y, con funciones de

distribucion F(.) y G(.), respectivamente:

x5,y @ FE26,(), ¥20.

En sus ordenes primero y segundo, mantiene una estrecha relacion con las
dominaciones de rangos y generalizada de Lorenz, respectivamente. De nuevo, las
relaciones generadas presentan estructuras de orden parcial, aunque mas finas
progresivamente, a medida que se aproximan al paradigma rawlsiano. En la actualidad,
la investigacion se centra principalmente en las implicaciones normativas de la relacion
de dominacion estocastica de tercer orden (Shorrocks y Foster, 1987; Davies y Hoy,

1994, entre otros).
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Una manera de alcanzar un ordenacidon total seria asumir el ideal rawlsiano

(Rawls, 1972), definiendo la siguiente relacion para dos distribuciones de renta x,y€D:
< & Minix y < Mi N
X<,y I_zn{xl} jm{yj}

pero, obviamente, solo tiene en cuenta la renta del perceptor mas pobre y estd mas

cercano al analisis de la pobreza que al de la desigualdad.

Sin embargo, existen otras propuestas mas sofisticadas en la literatura como, por
ejemplo, la relacion de dominacion de Lorenz de drdenes sucesivos, pero existen dudas

de que estén midiendo desigualdad (Nygard y Sandstrom, 1981; Ramos y Sordo, 2001).

Otra alternativa muy diferente supone poner el énfasis mas en las diferencias
acumuladas de rentas con respecto a la media que en la proporcion acumulada de
recursos repartidos, a diferencia de las curvas de Lorenz, definiendo lo que se ha dado

en llamar curvas absolutas de Lorenz (Moyes, 1987):

A (p) = J.Op[F’l(t)-E(X)} dr, pelo,1].

En este caso, los resultados obtenidos ya no son directamente compatibles con la curva
de Lorenz, y los axiomas que caracterizan sus resultados son distintos a los aqui
expuestos. Esta linea de investigacion esta recibiendo cierta atencidon en los ultimos

afios (Ramos y Sordo, 2003).

7. Indicadores sintéticos de desigualdad y nivel de vida

De los epigrafes anteriores, se deduce la imposibilidad de aislar una medida de
desigualdad que resulte claramente superior al resto. Por esta razon, Garcia, Nuifiez,
Rivera y Zamora (2002) proponen considerar una bateria de indicadores de desigualdad
que presenten buenas propiedades, y utilizar la primera componente principal como
indicador para medir la informacion comin que contienen que, obviamente, debera ser
la desigualdad. Este indicador de desigualdad dependerd criticamente del periodo en que

se lleve a cabo el estudio y, por ello, Dominguez, Nunez y Rivera (2004) y Dominguez
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y Nufiez (2005) proponen cémo adaptar este indicador para afrontar analisis de

. , . 18
naturaleza dinamica.

Asi pues, supongamos que se dispone de p indicadores de desigualdad, que
proporcionan valores en diferentes instantes del tiempo, para una serie de casos que se

desea comparar como pudieran ser, por ejemplo, unidades geograficas:
{Il(x,t),Iz(x,t),...,lp(x,t)} , xeS,teT={t,t,,..t,},

donde S es el conjunto de casos considerados. Por lo tanto, en cada instante temporal se
dispone de un conjunto de datos cuya dimension viene determinada por p y el cardinal
del conjunto S, de manera que la descomposicion espectral de la matriz de correlaciones

sera:
R(t) = Zp:ﬂj(t)-uj(t)-u;(t) A2 A4 2.2 4,(0),teT,

siendo 4(),4,(?),...,4,(¢) los correspondientes autovalores, mientras que u;(2), ux(?), ...,

uy(t) seran los autovectores. En estas condiciones, el predictor lineal dptimo, en el

sentido de que proporciona el minimo error cuadratico medio, sera (Pefia, 2002):

Ij(xﬁt)_fj(t)
5, ()

9

Z,(x,t)=Y(x,t) u,(t) zzp:ulj(t)-Yj(x,t):Zp:ulj(t)-

donde, obviamente, Y;(#) son los indicadores de desigualdad de base tipificados.
Ademas, el error cometido decrece cuando la proporcion de varianza explicada por la
primera componente principal crece. A partir de aqui, siguiendo las directrices basicas
expuestas en Garcia, Nuifiez, Rivera y Zamora (2002), pero adaptadas a la situacion aqui

planteada como en Dominguez, Nufiez y Rivera (2004), se obtiene:

Zl(x,t)=i%-um—i%im:_iaj(ﬁ-a(x,r)—K(r).

'® También es posible adaptar la distancia DP2 de Ivanovic-Pena, aunque ésta funciona mejor cuando los
indicadores de base estan poco correlacionados, como ocurre al medir bienestar social a partir de baterias
de indicadores (Garcia, Nuifiez, Rivera y Zamora, 2002).
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Y, por lo tanto, el indicador sintético de desigualdad basado en la primera componente

principal que se propone es:

2000 = 2RO L% 1, .

Z a,(t) o

Puede observarse como el indicador sintético Z*(x,#) es una combinacion lineal

convexa de los indicadores de desigualdad de partida.

Sin embargo, el indicador obtenido estd disefiado para efectuar comparaciones
entre los casos que componen S, pero de manera transversal (cross section), debido a la
dependencia del tiempo que exhiben sus coeficientes. Este rasgo resta posibilidades de
utilizacion al indicador sintético, ya que €ste sera diferente en cada instante temporal
considerado. Sin embargo, Dominguez, Nuiez y Rivera (2004) y Dominguez y Nuiiez

(2005) sugieren una adaptacidon que supera este inconveniente.

En efecto, para ello se considera la hipdtesis de que la estructura de correlacion de
los indicadores de partida es similar a lo largo del tiempo. Para ello, se utiliza un
contraste de hipotesis basado en el estadistico M de Box (Rencher, 1995) para contrastar
la hipdtesis nula de igualdad de matrices de covarianzas. Si se admite la hipotesis nula,
se puede obtener un indicador sintético dindmico de desigualdad, utilizando el
razonamiento anterior sobre la primera componente principal comun, obtenida para la
matriz de correlaciones muestral combinada (Flury, 1984)". Dicha matriz de
correlaciones se obtiene considerando los datos de todos los instantes temporales

conjuntamente. De esta manera, desaparece la dependencia temporal:

I(x,0)-1, _
S,

J

p p
Z(x,t)=Y(x,t) u, = Zul_/ Y (x,0) = ZMU .
Jj=1 Jj=1

p u; I u,; — 2
ZZS_.]j(x,t)_ZS_.Ij :Zaj .Ij(x’t)_K :
j=1 91, J=1 R, =l

' Si no se acepta la hipotesis nula de igualdad de matrices de correlaciones, aun puede utilizarse una
adaptacion del Analisis del Espacio Comun (Krzanowski, 1979), para conseguir un vector lo mas
proximo posible a todos los primeros autovectores obtenidos para los indicadores sintéticos transversales.
Este vector sera util para la construccion de un indicador sintético dindmico de desigualdad, siempre que
la distancia entre dichos autovectores no sea excesivamente grande (Dominguez, Nufiez y Rivera, 2004;
Dominguez y Nuiez, 2005).
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Por lo tanto, ahora el indicador sintético dinamico de desigualdad sera:

Z¥(x,t) = M i L (x0).

Z a;
=

De nuevo, se obtiene una combinaciéon lineal convexa de los indicadores de
partida, pero ahora los coeficientes son constantes en el tiempo, lo que permite las

comparaciones longitudinales, ademads de las transversales.

En este sentido, en Pena, Callealta, Casas, Merediz y Nuifiez (1996) y en Garcia,
Nuiez, Rivera y Zamora (2002) se argumenta la seleccion de la siguiente bateria de

indicadores de desigualdad, de acuerdo con las propiedades que estos satisfacen:

e Medida de Desigualdad de Atkinson de orden 0.5 (ATKINO.5):

2
ATKINOQ.5 =1—l(ifm/xij R
H\ iz

donde p es la media aritmética de la distribucion de ingresos.

e Medida de Desigualdad de Atkinson de orden 1 (ATKIN1):

. s
ATKIN1=1—H(ﬁJ .
U

i=1

e Medida de Desigualdad de Atkinson de orden 2 (ATKIN2):

ATKIN2 =1 —[ﬂ],
u

donde p4 es la media armonica de la distribucion de ingresos.
e Coeficiente de Variacion al Cuadrado Normalizado (CV2.NORM):

CV?

CV2.NORM = ——,
1+CV

donde CV es el coeficiente de variacion de la distribucion de ingresos.

e Indice de Gini (GINI):

1 kK
GJNI:Z—ZZ\x,—x |11,

/u i=1 j=1
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e Indice de Pietra (PIETRA):
L3l -
PIETRA=—" |x. — | f, .
2u3
e Medida de Desigualdad de Theil de Orden 1 Normalizada (THI.NORM):

k
TH1.NORM :1—exp{—l2xi log(x,./,u)f[j.

i=1
donde f; indica la correspondiente distribucion de frecuencias relativas.

En estas condiciones, el indicador sintético de desigualdad obtenido sera
compatible con el criterio de dominacién de Lorenz, ya que todos los indicadores
seleccionados cumplen las condiciones expuestas en el Teorema 5.1, aunque en una
version débil, ya que el indice de Pietra solo satisface el Principio de Transferencias de
Dalton-Pigou de manera débil*’. La demostracion es inmediata teniendo en cuenta que
los indicadores sintéticos propuestos son combinaciones lineales convexas de la bateria

inicial compuesta por los indicadores de desigualdad expuestos en la lista anterior.

En relacion con el nivel de vida, debe indicarse que, al igual que ocurre con el
bienestar social, la construccion de indicadores presenta numerosas dificultades
metodologicas, como puede verse, por ejemplo, en Pena (1977). En cualquier caso, es
norma habitual valorar el nivel de vida de las unidades perceptoras a partir de su
posicion econdmica, en lo que ha venido en llamarse nivel de vida-renta (Pena,
Callealta, Casas, Merediz y Nufiez, 1996). En este sentido, se propone el estudio del

nivel de vida a partir de funciones de valoracion social de la forma:
W (x)=W [ p(x),1,(x)],

de manera que sean no decrecientes con relacion a la renta media, u(x), y no crecientes
con el nivel de desigualdad, cuantificado a través de un indicador de desigualdad
adecuado Ip(x). Esta propuesta implica asumir que la sociedad prefiere disponer de
mayor renta, en situaciones similares de desigualdad, y que presenta aversion a la

presencia de desigualdad en el reparto de la renta (u otras posibilidades de medir la

* El indice de Pietra solo satisface el Principio de Transferencias, admitiendo que transferencias
progresivas que supongan la misma cuantia con relacion a la renta media, dejan inalterado el indicador y,
por lo tanto, la desigualdad entre los valores antes y después de la transferencia no es estricta.
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posicidén econdmica como el gasto o el ingreso). Como se recordard, las funciones de
valoracion social asociadas a las curvas generalizadas de Shorrocks, presentadas al
discutir criterios alternativos de comparacion de desigualdad, son casos particulares de

esta formulacion general.

Por lo tanto, sera dicho caso particular el propuesto aqui, junto con la seleccion
del indicador sintético dindmico como indicador de desigualdad. Asi pues, el indicador

sintético de nivel de vida que se propone es el siguiente:
INV (x,t) = u(x,t)-[l—Z*(x,t)] , xeS,iteT,

siendo u(x,?) la renta media del caso x en el instante 7, y Z*(x,#) el indicador sintético
dinamico de desigualdad, valorado en los mismos elementos, siempre que sea posible su
construccion porque las estructuras dindmicas de correlacion de los indicadores de base

se puedan admitir similares.

8. Evolucion de la desigualdad y el nivel de vida en los paises

de la Union Europea, durante 1993-1999

Como ilustracion de los conceptos y la metodologia expuesta a lo largo de este
trabajo, se presenta el andlisis de la desigualdad y el nivel de vida derivado de los
ingresos netos por hogar en los paises de la Union Europea. Un analisis mas detallado

puede verse en Dominguez, Nufez y Rivera (2005).

Los datos utilizados proceden del Panel de Hogares de la Unién Europea
(PHOGUE), para el periodo 1994-2000. Esta Encuesta esta disefiada y coordinada por
EUROSTAT, que es la Oficina de Estadistica de la Unién Europea (U.E.)*'. Puesto que
los ingresos de cada oleada vienen referidos siempre al afio anterior, el periodo de
estudio serd el 1993-1999, que cubre casi la ultima década del siglo XX, lo que

convierte al estudio en claramente relevante.

*! Una descripcién detallada del PHOGUE puede verse en Peracchi (2002) o en Ayala y Sastre (2002),
por ejemplo.
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Tabla 8.1: Tamairios muestrales totales y tamanos muestrales considerados, entre paréntesis.
PAIS Olal | Ola2 | Ola3 | Ola4 | Ola5 | Ola6 | Ola7
1993 | 1994 | 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999
3482 | 3223 | 2955 | 2745 | 2512 | 2387 | 2281
Dinamarca (DK) | (3478) | (3218) | (2951) | (2740) | (2505) | (2381) | (2273)

5187 | 5110 | 5179 | 5049 | 4963 | 5023 | 5008

Holanda (NL) | 539y | (5035) | (5097) | (5019) | (4922) | (4981) | (4976)

Belica (BE) 3490 | 3366 | 3210 | 3039 | 2876 | 2712 | 2571

(3454) | (3343) | 3191) | (3013) | (2863) | (2691) | (2555)

. 7344 | 6722 | 6600 | 6176 | 5866 | 5610 | 5345
Francia (FR)

(7108) | (6679) | (6555) | (6142) | (5849) | (5594) | (5331)
4048 | 3584 | 3173 | 2945 | 2729 | 2378 | 1951
(4038) | (3569) | (3164) | (2935) | (2723) | (2372) | (1944)
7115 | 7128 | 7132 | 6713 | 6571 | 6370 | 6052

Irlanda (IE)

Ttalia (IT) (6915) | (7004) | (7026) | (6627) | (6478) | (6273) | (5989)
Grecia (GR) 5523 | 5220 | 4907 | 4604 | 4211 | 3986 | 3918
(5480) | (5173) | (4851) | (4543) | (4171) | (3952) | (3893)
Espatia (ES) 7206 | 6522 | 6267 | 5794 | 5485 | 5418 | 5132
(7142) | (6449) | (6133) | (5714) | (5439) | (5301) | (5048)
Portugal (PT) | 4581 | 4916 [ 4849 [ 4802 [ 4716 | 4683 | 4633
(4787) | (4870) | (4807) | (4167) | (4666) | (4645) | (4606)
Austria (AT) [ 3380 | 3292 | 3142 | 2960 | 2815 | 2644

() | (3367) | (3281) | (3130) | (2952) | (2809) | (2637)
- -~ [ 4139 | 4106 | 3920 | 3822 | 3104
() () | (4138) | (4103) | (3917) | (3818) | (3101)
5891 | 5807 | 5732 | 5734

Finlandia (FT)

Suecia (SE) O | o | O |6286)]5208) | (5165) | (5116)
Alemania (DE) | 6207 | 6336 | 6259 | 6163 | 5962 | 5847 | 5693
(6196) | (6329) | (6252) | (6156) | (5955) | (5845) | (5687)
Luxemburgo(LUy| - | 2978 | 2472 | 2654 | 2523 [ 2552 | 2373
o | 976) | 2471y | 2651) | 2521) | (2551) | (2373)

Reino Unido 5126 | 5032 | 5011 | 4965 | 4996 | 4951 | 4890
(UK) (5041) | (4999) | (4991) | (4958) | (4975) | (4935) | (4866)

Fuente: Dominguez, Nusiez y Rivera (2005).

Dado que el disefio de la Encuesta es un panel, uno de los aspectos mas
preocupantes es la paulatina retirada de hogares de la muestra, fendmeno conocido
como attrition. En este caso, aunque es patente su presencia, los tamafios muestrales
finales parecen suficientemente grandes para que la representatividad de los resultados
en un estudio de este tipo no quede demasiado afectada. Por otra parte, no se han
eliminado del estudio Luxemburgo, Austria, Finlandia y Suecia, pese a la falta de datos
en algunas oleadas, puesto que no hay objecion alguna para utilizar el resto de oleadas
donde se dispone de datos. Un resumen de estos aspectos puede verse en la Tabla 1

anterior, donde aparecen los tamafios muestrales por oleadas de todos los paises que
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integran el estudio. Entre paréntesis figura el tamaifio muestral efectivo, después de

eliminar aquellos hogares para los que no hay informacion sobre el ingreso neto.

Por otra parte, las economias de escala internas del hogar se han ajustado
utilizando como escala de equivalencia el ingreso neto per capita, como aquella que
proporciona una interpretacion mas clara (Pena, Callealta, Casas, Merediz y Nuiiez,
1996)*. Ademéas, para homogeneizar las comparaciones, los ingresos netos se han
expresado en dolares USA de 1996, utilizando los tipos de cambio facilitados por

EUROSTAT.

La bateria de indicadores simples de desigualdad que se ha utilizado coincide con
la presentada en el epigrafe anterior. De esta manera, los resultados del contraste M de
Box sobre la igualdad de las matrices de correlacion transversales se resumen en la

siguiente tabla:

Tabla 8.2: Resultados de la prueba M de Box.

Box’s M 126.017
F Aprox. 0.818
dfl 126.000

df2 12975.749

Sig. 0.932

Fuente: Dominguez, Nufiez y Rivera (2005).

Asi pues, no puede rechazarse la hipotesis nula de igualdad de matrices de
correlaciones transversales. En estas condiciones, de acuerdo con la metodologia
expuesta en el epigrafe anterior, el indicador sintético dindmico de desigualdad,
obtenido a partir de la primera componente principal de la matriz de correlaciones

combinada es el siguiente:

Z*(x,t) = 0.299 ATKINO.5(x,t) + 0.154ATKIN1(x,t)+0.025 ATKIN2(x,t) +
+0.047CV2.NORM (x,t) +0.102GINI (x,£) + 0.2 19 PIETRA(x,t) + 0.154TH1.NORM (x,1)

y, ademas, la primera componente principal absorbe un porcentaje de varianza superior
al 80%. Una vez calculados sus valores para todos los paises y oleadas considerados, los

resultados obtenidos se presentan en el Grafico 8.1 que se reproduce a continuacion.

2 La gama de escalas de equivalencia utilizadas en la literatura es muy amplia, sin que existan criterios
claros que permitan la seleccion de una frente al resto. Por otra parte, la seleccion de cada una de ellas
condiciona los resultados obtenidos, tal y como puede verse en Casas, Dominguez y Nufiez (2001) o en
Dominguez, Nuifiez y Rivera (2002), por ejemplo, donde también puede verse una panoramica mas amplia
en relacion con las diversas escalas de equivalencia.
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Como puede observarse™, se aprecia que los mayores niveles de desigualdad aparecen,
por este orden, en Portugal, Grecia y Espaifia, mientras que Italia es el pais que les sigue.
Todos ellos presentan una tendencia practicamente decreciente en el periodo analizado.
Sin embargo, Dinamarca es el pais que presenta menor desigualdad, seguido de

Finlandia y Suecia durante todo el periodo.

El resto de paises de la U.E. se sitian en una franja central, pero con tendencias
diversas. Asi, Luxemburgo presenta una estabilidad en sus niveles de desigualdad, que
contrasta con los repuntes sufridos por el Reino Unido y Bélgica, hacia la mitad del
periodo. Sin embargo, Alemania, Francia y Austria presentan una tendencia decreciente,
mientras que Irlanda muestra unos resultados oscilatorios, pero con una acusada

disminucion en la fase final del periodo.

Grifico 8.1: Evolucion del indice sintético de desigualdad del ingreso. Avios 1993 a 1999.
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Fuente: Dominguez, Nufiez y Rivera (2005).

Por otra parte, se ha utilizado como indicador de nivel de vida el presentado en el
epigrafe anterior, incluyendo el indicador sintético dindmico de desigualdad en su

formulacion.

» Dominguez, Nufiez y Rivera (2005) comprueban la robustez de los grupos descritos de paises en
relacion con sus niveles de desigualdad, utilizando un Analisis de Conglomerados (Cluster Analysis)
Jerarquico.
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De esta manera, a partir de los ingresos netos per capita, expresados en dodlares
USA de 1996, se han obtenido los ingresos netos medios que, junto con los valores
obtenidos para el indicador sintético dindmico de desigualdad, han permitido elaborar
las trayectorias que componen el Grafico 8.2, que se muestra a continuacion.
Obviamente, los valores del que podriamos denominar indicador sintético dinamico de

nivel de vida, vienen expresados en dolares USA de 1996.

Grafico 8.2: Evolucion del indice sintético de nivel de vida. Arios 1993 a 1999.
(En délares USA del afio 1996)
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Fuente: Dominguez, Nufiez y Rivera (2005).

Por lo tanto, al estudiar la evolucion de los niveles de vida en los paises de la
U.E., durante la década de los noventa, se observa un comportamiento claramente
diferente a la evoluciéon de la desigualdad. En primer lugar, se aprecia como es
claramente Luxemburgo el pais que ostenta el nivel de vida mas alto, seguido por

Dinamarca.

Irlanda e Italia presentan comportamientos similares, aunque siendo claramente
creciente la evolucion del nivel de vida en el primer caso, mientras que es algo mas

oscilatorio en el segundo. Los paises con menor nivel de vida son, por este orden,
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Espana, Grecia y Portugal, en los que tampoco se aprecian mejoras significativas si se

comparan con sus niveles al principio del periodo.

Finalmente, el resto de los paises se sitian en una franja central con
comportamientos muy parecidos, excepto quizas en el caso del Reino Unido. También

parece apreciarse una cierta convergencia entre los niveles de vida de estos paises.

Teniendo en cuenta la multiplicidad de trayectorias que se observan en el Grafico
8.2, se presenta a continuacion el dendrograma obtenido utilizando un Analisis de
Conglomerados Jerarquico, para comprobar la robustez de los grupos descritos. En
concreto, se utilizé el método de aglomeracion del centroide y la distancia euclidea al
cuadrado, como medida de proximidad. Obviamente, solo se ha utilizado el subperiodo

para el que se dispone de datos de todos los paises considerados.

Griéfico 8.3: Dendrograma de clasificacion de los paises segun la evolucion del indice
sintético de nivel de vida. Avios 1996 a 1999.

FR
FI
NL
BE
AT
——
DE _—
UK
DK
IE
IT 4
GR —’—
PT

ES
LU

Fuente: Dominguez, Nuiiez y Rivera (2005).

Puede comprobarse como queda confirmada la existencia de los cinco grupos
descritos. Como complemento, se presenta a continuacién un mapa ilustrativo de su

situacion, donde entre paréntesis se indica el nimero de paises que hay en cada grupo.
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Grafico 8.4: Grupos de paises en la Union Europea, segun la evolucion de su nivel de vida.
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Grafico 8.5: Evolucion del indice sintético medio de nivel de vida por grupos, segun la
clasificacion realizada. Arios 1993 a 1999.
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Fuente: Dominguez, Nusiez y Rivera (2005).

Finalmente, el Grafico 8.5 anterior muestra la evolucion del valor medio que toma

el indicador sintético de nivel de vida, calculado en los cinco grupos encontrados. Puede
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apreciarse como, a excepcion del Grupo 4 (Irlanda e Italia), los niveles de vida en 1999
se mantienen cercanos a las posiciones en que se hallaban en 1993. También debe
destacarse como estos grupos presentan disparidades pronunciadas, que les hacen

aparecer bastante diferenciados, en cuanto a su nivel de vida se refiere.

9. Conclusiones

A lo largo de este trabajo, se ha expuesto la teoria estadistica subyacente precisa
para una buena comprension del significado de las medidas de desigualdad econdmica,
resultando que todas ellas estan firmemente asentadas sobre las relaciones de
mayoracion y de dominacidon de Lorenz entre distribuciones de renta. Estos rasgos
condicionan notablemente la propuesta de indicadores que puedan servir como buenas
medidas de desigualdad. Para ello, se ha optado por realizar una revision histérica
critica, que permite recuperar términos poco frecuentes en los estudios actuales sobre
desigualdad econdmica, asi como encontrar su relacion con las tendencias y propuestas
mas actuales. Asi pues, se ha dejado patente la razon por la que las curvas de Lorenz
siguen resistiendo los embates de la teoria, en un campo de notable produccién editorial,

desde su propuesta que data de mas de un siglo de antigiiedad.

Ademas, se ha establecido claramente que es el Principio de Transferencias de
Pigou-Dalton el que se constituye en piedra angular sobre la que asentar las actuales
medidas de desigualdad, ya que resulta ser la caracteristica esencial del concepto de
mayoracion de rentas, a través de las matrices biestocasticas. Esta razon ha conducido a
una linea actual de investigacion, consistente en restringir este Principio para que llegue
a caracterizar o singularizar el comportamiento de medidas concretas de desigualdad,

aunque a costa de establecer esquemas de ponderacion sobre la distribucion de rentas.

La conexion con la dominacién en el sentido de Lorenz queda establecida a través
de las funciones convexas en el sentido de Schur o S-convexas, que determinan el tipo
de indicadores adecuados para medir la desigualdad, tal y como queda patente mediante

las funciones separables convexas y el Teorema de Karamata.

Las relajaciones sobre el primitivo concepto de mayoracion en el espacio de
distribuciones de renta con N perceptores (Dy), para eliminar las restricciones de

igualdad en numero de perceptores y de cantidad total de recursos al efectuar
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comparaciones y asi pasar al espacio global de rentas (D), son las que determinan los
axiomas basicos de la desigualdad, tal y como se configuran en el Teorema de Foster.
Requisitos posteriores, como los axiomas de descomposicion aditiva, permiten
caracterizar familias de medidas de desigualdad y efectuar operaciones utiles, pero lo
hacen imponiendo restricciones que no estan vinculadas directamente al concepto de

desigualdad.

Otras relaciones derivadas de la comparacion global de distribuciones de renta no
han permitido, hasta la fecha, conseguir una relaciéon de orden total frente a la parcial
derivada de la dominacién en el sentido de Lorenz. Esto permite dar cuerpo a la
afirmacién de A. Sen, en el sentido de que la desigualdad es intrinsecamente un
concepto gobernado por una cuasi-ordenacion, al efectuar comparaciones, lo que

sugiere la utilizacion de baterias de medidas de desigualdad como alternativa.

Por lo tanto, la obtencién de una medida de desigualdad de consenso implica la
imposicion de restricciones sobre los axiomas bésicos que, no obstante, no hagan perder

la conexion con los conceptos basicos que les sirven de soporte.

Finalmente, el indicador sintético dinamico de desigualdad se configura como una
alternativa valida frente al problema de la seleccion de una unica medida de
desigualdad, al admitir un conjunto de indicadores simples como punto de partida. La
propia configuracion del indicador sintético como combinacion lineal convexa de los
indicadores de partida, permite que sea compatible con el criterio de dominacién de

Lorenz siempre y cuando lo sean todos los indicadores sobre los que esta construido.
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