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RESUMEN

En este estudio se obtiene un principio de cdlculo de primas, para el ramo de
vida, basado en una medida de riesgo coherente, la esperanza distorsionada
transformada proporcional del tanto instanténeo (Wang, 1995), que justi-
fique la recomendacién de Solvencia II de reducir, para un seguro de rentas,
el efecto del tanto instantdneo de mortalidad y conseguir de este modo una
prima recargada implicitamente para hacer frente a las desviaciones desfa-
vorables de la siniestralidad real. La modalidad de seguro seleccionada para
el estudio ha sido el de rentas, seguro con cobertura de supervivencia, cal-
culdndose la prima tunica de riesgo para las cuatro leyes de supervivencia
mas aceptadas, como son la primera y segunda de Dormoy, la ley de Gom-
perzt y la ley de Makeham. La seleccion de estas leyes ha sido por ser las
que mejor se ajustan al modelo mediante el empleo de las tablas de morta-
lidad elaboradas por Pérez (2000). En los seguros de vida con cobertura de
supervivencia, una experiencia de siniestralidad negativa para la compainia
significa que los asegurados son més longevos de lo esperado. Asi, cuando se
calculan las primas, es una practica comun anadir un margen de seguridad
implicito, en forma de porcentaje, a las probabilidades de fallecimiento g, o
bien emplear una tabla de mortalidad cuyas probabilidades de fallecimiento
sean inferiores a las del grupo humano considerado. Esto se puede inter-
pretar como un decremento del tanto instantdneo con un multiplo. En este
articulo se demuestra que el empleo de la funcién de distorsion, hasta ahora
empleada en el ramo de no vida y siendo la novedad su aplicacién al ramo
de vida asegurador, produce este mismo efecto, pero mediante el calculo de
una prima recargada de manera implicita.
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The Risk Recharged Premium
for a Survival Life Insurance:
Recharged Premium through the Use
of a Coherent Risk Measure

ABSTRACT

The goal of this study is to get a premium calculation principle, for the
life insurance business, based on a coherent risk measure (Wang, 1995) in
the form of power, called “Proportional Hazards (PH) Transforms” to jus-
tify the recommendation of Solvency II to reduce the effect of the mortality
instantaneous rate and thus get an implicitly surcharged premium to deal
deviations of actual claims regarding expected. Survival life insurance has
been selected for this research, and the premium risk has been calculated
for the four accepted laws of survival, such as the first and second Dormoy,
Gomperzt law, and Makeham law. The selection of these laws has been taken
because they best fit the model based on the numerical values assigned to
the parameters by using mortality tables developed by Pérez (2000), Pro-
jected Table 2000 Spanish Mortality from 1950-1990. In the life insurance,
coverage claims survival negative experience for the company means that
the insured survive longer than expected (live longer). Thus, when calcu-
lating premiums, it is common practice to add a safety margin implied, as a
percentage, the odds of death g,, or use a mortality table whose chances of
passing are lower than those of the human being taken into account. This
can be interpreted as a decrease of the mortality instantaneous rate. In this
paper we show that the use of the distortion power function, so far uses
in the non-life branch and being the new application to the life insurance,
produces the same effect, but calculating a implicitly surcharged premium.

Keywords: survival life insurance (annuities); surcharge; coherent risk
measure; distortion function.
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1. INTRODUCCION

El riesgo asociado a sucesos aleatorios representa el factor mas importante dentro del entorno asegurador. En
la vida no siempre se pueden evitar los riesgos, de modo que si se llegan a producir, suelen conllevar una
disminucion de los ingresos. Por este motivo es preciso llevar a cabo procesos de medicion del mismo y su
aseguramiento, siendo ambos prioritarios para las entidades aseguradoras, asi como analisis periddicos de su
capacidad financiera en términos de solvencia para poder hacer frente a los riesgos. En esta idea se basa la
directiva Solvencia II, cuyo objetivo es lograr una mejor defensa de los asegurados europeos a través de una
correcta evaluacion del riesgo, para de este modo poder reconocer las causas que pueden ocasionar pérdidas
a las entidades aseguradoras, asi como la correcta cuantificacion del mismo.

Las cuestiones basicas en las que se sustenta Solvencia II son la fijacion de los tres pilares basicos de
la directiva, la especificacion de los problemas de solvencia a los que se tendran que enfrentar las entidades
aseguradoras, asi como el establecimiento de los requerimientos cuantitativos de capital necesarios para
hacer frente a las desviaciones desfavorables de la siniestralidad. El conjunto de los informes técnicos
desarrollados hasta la fecha, que son el desarrollo de Solvencia II, se denomina QIS. Este cuenta con
diferentes capitulos (QIS1, QIS2, QIS3, QIS4 y QISS5), siendo el sexto el que actualmente esta en proceso de
elaboracion. Uno de los aspectos clave a desarrollar por Solvencia II son los tres pilares en los que se

sustenta y que se muestran en la Figura 1.

Figura 1. Pilares de Solvencia Il

Primer Pilar Segundo Pilar Tercer Pilar
Mecanismos de control y calculo Entidad supervisora Imagen de transparencia por las
de nivel de fondos propios entidades aseguradoras

TRIPLE OBJETIVO

Fomento y mejora de la integracion del mercado tnico europeo de seguros

Consecucion de un sector de seguros competitivo

Obtencion de la convergencia y supervision entre los supervisores

Fuente: elaboracion propia.

Una entidad aseguradora no tendria problemas de solvencia para hacer frente a las prestaciones
cubiertas en las polizas ni tendria pérdidas si las desviaciones entre la siniestralidad real y la esperada fueran
minimas. El problema es que en la realidad dichas desviaciones se producen y es por esto por lo que
Solvencia II, en el informe técnico QISS, establece y fija determinados niveles de capital exigibles a las
aseguradoras para el ramo de vida, asi como el decremento que ha de experimentar el tanto instantaneo de

mortalidad en el ramo de vida para, de este modo, evitar dichas desviaciones, en concreto para el seguro con

153



cobertura de supervivencia. De hecho, en las compafias de seguro del ramo de vida, es una practica
comun fijar un recargo de seguridad de manera implicita para protegerse del riesgo que se origina
como consecuencia de dichas desviaciones, intentando de este modo proporcionar estabilidad a la
empresa aseguradora.

En el informe QIS5 Technical Specifications (Working Document of the Commission Services,
European Commission, 2010) se indica como ha de formularse el recargo de seguridad para el ramo de vida,
en lo que se refiere a los seguros de supervivencia, cuando las probabilidades de supervivencia estimadas con
la tabla de mortalidad empleada son superiores a las reales del colectivo considerado. Se origina, pues, un
decremento del tanto instantaneo de mortalidad. Solvencia II recomienda un capital a la compaiiia
aseguradora, para hacer frente a las desviaciones desfavorables que puedan surgir, que se obtenga de
decrementar dicho tanto en un 20%, de un modo permanente y para todas las edades y polizas que
comprenden la cartera. Con este procedimiento, la entidad estaria garantizando los niveles de liquidez y
solvencia necesarios.

Wang (1995) propone un principio de calculo de prima recargada para seguros del ramo no vida, a
partir de la medida de riesgo coherente (Artzner, 1999), la llamada esperanza distorsionada con la funcion de

distorsion de Wang en su forma de potencia (transformada proporcional del tanto instantaneo, también
1
llamada Proportional Hazards Transforms (PH)), teniendo la funcion de distorsion la forma g(u)=u’,

siendo condicion necesaria para que dicha medida de riesgo sea coherente que el pardmetro p > 1.

En este articulo se sigue la linea de trabajo abierta por Wang, pero aplicada al ramo de vida,
proponiendo un principio de calculo de prima, la esperanza distorsionada con la funcion de distorsion
transformada proporcional del tanto instantaneo. Se demuestra que el empleo de este principio de calculo de
primas produce el mismo efecto de disminucion del tanto instantaneo que utilizar una tabla de mortalidad
con probabilidades de fallecimiento inferiores, para la modalidad de seguro de rentas. De esta manera, se
consigue una justificacion teorica, a partir de una medida de riesgo coherente, a una practica habitual
existente en el ramo de vida asegurador. El objetivo que se pretende es obtener una expresion para la prima
de riesgo recargada que esté basada en la esperanza distorsionada en forma de potencia para la modalidad de

seguro de rentas. Para este seguro es necesario que el valor del parametro sea p > 1. Se demuestra que la

medida de riesgo definida para calcular la prima verifica los axiomas de medida de riesgo coherente, por lo
que este estudio supone una extension de Wang (1995).

Solvencia II recomienda un valor del parametro de p =1,20 > 1, para la modalidad de seguro

elegida. En este articulo se ha ampliado el campo de variacion numérico de dicho parametro para poder
llevar a cabo el estudio de la tarificacion en el seguro de rentas y aplicado a las cuatro leyes de supervivencia

anteriormente descritas.

154



2. MEDIDAS DE RIESGO

En toda empresa aseguradora es necesario cuantificar el riesgo y llevar a cabo su posterior aseguramiento, tal
como se ha comentado con anterioridad. Por este motivo, se hace imprescindible poder analizar los riesgos
que afectan a las aseguradoras en el ramo de vida, con el fin de realizar una buena gestion de los mismos, ya
que el estudio de los riesgos no se limita a cuantificarlos (medirlos) sino también a logar una Optima
cobertura protectora frente a los mismos ¢ intentar, de este modo, prevenirlos. En este articulo se va a centrar
la atencion en el riesgo biométrico de longevidad, siendo el riesgo biométrico el que se estudia a partir de las
desviaciones que surgen entre las tasas de mortalidad que se asumen (en base a las hipétesis actuariales) y las
tasas de mortalidad reales. Segin Vegas (2000), el riesgo por longevidad, a partir de una tabla actuarial
correctamente estimada, se define como el riesgo asociado a que el valor actual actuarial de las prestaciones
a favor de una cabeza sea inferior al valor actual necesario para poder pagar dichas prestaciones, definicion
que es aplicable a todas la modalidades de seguros de vida con cobertura de supervivencia, asi como a la
constitucion de los planes de pensiones. Este riesgo afecta a las pdlizas en las que estd contratada la
cobertura de supervivencia (en forma de capital o en forma de renta, ya sea vitalicia o temporal).

Ante la situacion demografica actual, lo que cabe preguntarse es como pueden las personas
protegerse del riesgo de ser cada vez mas longevas. La respuesta estd en la contratacion de polizas de vida
con cobertura de supervivencia con prestacion en forma de rentas, los llamados “seguros de rentas”. Estos
seguros se caracterizan por la proteccion que ofrecen frente al riesgo de longevidad, ya que al contratar un
seguro de este tipo el asegurado recibira de manera periddica una serie de ingresos, bien sea vitalicios o
temporales, que le protegeran ante el caso de que se quede sin ahorros. El inicio de la cobertura de un seguro
de rentas puede ser inmediato (seguro de rentas inmediato) o puede estar diferido en el tiempo (un asegurado
que contrate esta cobertura con 50 afios pero no comiencen a devengarse los flujos hasta que no se alcance
los 65 afios). El riesgo de longevidad individualmente considerado es compensatorio: los asegurados con

cobertura de supervivencia en forma de renta que son menos longevos financian a los que lo son mas.

Tabla 1. Riesgos biométricos actuariales
RIESGO DE MORTALIDAD \ RIESGO LONGEVIDAD RIESGO INCAPACIDAD |

Se trata de un riesgo que consiste El riesgo de longevidad es el que se origina poruna Se trata de un riesgo
en el aumento de la mortalidad de  reduccion en la tasa de mortalidad. Comprende el producido por el efecto de
la cartera de la aseguradora por aumento paulatino de la esperanza de vida de las algun tipo de incapacidad,
las polizas contratadas. personas, debido a una mejora en la calidad de vida. temporal o permanente, en la

A este proceso se le conoce con el nombre de figura del asegurado.

envejecimiento poblacional (Sandell, 2003). Las

personas cada vez viven mds aflos y se siguen

jubilando a la misma edad, luego se estd

produciendo un aumento en el periodo en el que las

personas estan jubiladas.

Fuente: elaboracion propia.

La gestion del riesgo, orientado al ramo de vida, se considera que es la coordinacion perfecta entre el
riesgo asegurable de sobrevivir y una reduccidn correcta de los costes del seguro. Dicha gestion del riesgo es

un objetivo a alcanzar por todas las empresas, ya que tal como dice el Teorema de Modigliani-Miller (1958),
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una gestion eficiente del riesgo puede tener efectos positivos, tales como una reduccién de los impuestos, un
mejor acceso al mercado de capitales, un incremento del valor de la empresa en caso de quiebra, asi como
una mejora a la hora de obtener inversiones Optimas.

Para poder gestionar adecuadamente los riesgos, es necesario cuantificarlos a través de un instrumento
matematico, la llamada medida de riesgo. Para poder aplicar dicha medida es preciso que se produzca la
supervivencia del asegurado (el dafio econdomico potencialmente medible), asi como la medicion de la

probabilidad de que acaezca ese evento de supervivencia. Una medida de riesgo se define como un funcional
M:X—> [O,oo) que hace corresponder a un riesgo X un numero real no negativo M(X) (que puede ser

infinito), el cual representa la cantidad adicional que se debe afnadir a X (pérdida) para hacerlo aceptable
(Gomez y Sarabia, 2008). Cuantificar el riesgo a través de este funcional (funcion de funciones) permite, entre
otras bondades, determinar la prima del seguro (Tse, 2009), siendo éste el objetivo del presente articulo.

La medicion del riesgo ha originado multiples publicaciones (Artzner, 1999; Denuit et al., 2005;
Landsman y Sherris, 2001; Wang, 2000). Una medida de riesgo ha de permitir llevar a cabo una asignacion
correcta a la variable aleatoria (pérdida) del nimero real no negativo que es la prima, y evitar asi
inconsistencias en dicha asignacion. De este modo la medida de riesgo proporcionard una gestion 6ptima y
eficiente del mismo. Una variedad de autores (Gerber, 1979; Heilmann, 1989; Hurlimann, 1994; Young,
2004) han seleccionado una serie de propiedades que debe de satisfacer una medida de riesgo (ver la Tabla
2), a pesar de la inexistencia de un criterio unificado sobre que propiedades son las que debe de cumplir
dicha medida. No obstante, se van a enunciar las propiedades mas comunmente aceptadas (Artzner et al.,
1999) para luego establecer las que se han de cumplir para que la medida de riesgo sea considerada

coherente. Quedan reflejadas en la Tabla 3.

Tabla 2. Propiedades de las medidas de riesgo

PROPIEDADES DE LAS MEDIDAS DE RIESGO

Margen seguridad acotado por la esperanza ~ M(X) > E(X)

Riesgo constante M(c)=c ¢=>0

No exceso M(X) < Max.(X)

Monotonia X, (o), X, (0), ® € Q tal que X,(®) < X,(®) entonces
M(X,) < M(X,).

Invarianza por traslaciones M(X+a)=M(X)+a

Homogeneidad positiva M(aX)=aM(X) a=>0

Aditividad de riesgos comono6tonos M(X, +X,)=M(X,) + M(X,)

Subaditividad M(X, +X,) <M(X,)+M(X,)

Fuente: elaboracion propia.
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Por criterio de coherencia se entiende aquél que proporciona contribuciones al riesgo economicamente
racionales (Tasche, 2000). Y como lo que hace una medida de riesgo es asignar a una variable aleatoria
pérdida la prima, para evitar inconsistencias en dicha asignacion y que dicha medida de riesgo lleve a cabo
una gestion optima y eficiente del mismo, es preciso que cumpla cuatro propiedades, de las anteriormente

enumeradas.

Tabla 3. Medidas de riesgo coherentes
. MEDIDASDERIESGOCOHERENTES |
Homogeneidad positiva
Invarianza a las traslaciones
Monotonia
Subadtividad

Fuente: elaboracion propia.

Estas cuatro propiedades de la Tabla 3 son aceptadas de manera universal en el ambito financiero,
aunque no ocurre lo mismo en el ambito actuarial (Heras, 2010). En particular, la no aceptacion se produce
con la propiedad de homogeneidad positiva y la de subaditividad. Con respecto a la primera de ellas, los
actuarios aceptan sin restricciones que la medida de riesgo se ha de mantener inalterable al cambiar, por
ejemplo, la unidad monetaria. Pero cuando se argumenta que un incremento en el tamafio de la cartera va a
originar un incremento directamente proporcional en la medida de riesgo, esto es discutido. Asi, si se tiene
en cuenta una medida de riesgo para medir, por ejemplo el riesgo de liquidez en una entidad aseguradora,
muchos actuarios sostienen que un incremento en el tamafio de la cartera puede ocasionar un incremento mas
que proporcional en el riesgo de liquidez y, por lo tanto, hacer que las pérdidas de la cartera sean muy
elevadas y la compaiia no disponga de suficiente dinero para hacer frente a dichas pérdidas. En este caso se

verificaria que M(aX) >aM(X) a > 0. En lo que se refiere a la propiedad de subaditividad, determinados

autores la defienden sin restricciones (Wang et al., 1997). En cambio, otros autores (Denuit et al., 2005)
establecen que cuando en una cartera se mezclan riesgos que dependen positivamente los unos de los otros,
el riesgo global es mayor que la suma de los riesgos individualmente considerados. Estos autores aprueban
esta propiedad de subaditividad aplicada al ambito actuarial para riesgos que no presentan una dependencia
lineal, aprueban la de aditividad para riesgos independientes asi como aprueban la de superaditividad para
los riesgos positivamente dependientes en general y comonoétonos en particular.

Existen dos tipos de medidas de riesgo, reflejados en la Tabla 4: las que se basan en los principios de
calculo de primas asi como las que se basan en el capital. En este articulo se centra la atencion en el principio
de la funcion de distorsion de Wang en forma de potencia. Todo principio de calculo de primas es una
medida de riesgo, pero no viceversa. Por definicion, un principio de calculo de primas es una funcién H(X)
que asigna a un riesgo X un ntmero real. Dicho ntimero real es la prima. En la practica el principio de
calculo de prima dependera de la funcion de distribucion F(X) que sigue la variable aleatoria X, de modo que
en vez de hablar de una funcion H(X) se debe de hablar de funcional H[F(X)] (Gerber, 1979). Un principio
de calculo de prima es una medida de riesgo, dado que permite obtener una prima que es la cantidad de

dinero minima que una compaiiia de seguros debe de cobrar a sus tomadores para que a dicha compaiiia le
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interese firmar el contrato de seguro. Por lo tanto, los principios de calculo de primas son ejemplos claros de
medidas de riesgo. La caracteristica clara de éstos es que el nimero real que resulta de su aplicacion a la
variable aleatoria del riesgo es el candidato para ser la prima asociada a la cobertura de la prestacion de dicho
riesgo aleatorio.

Tabla 4. Tipos de medidas de riesgo

Principio de Prima neta No proporciona prima recargada Si

Principio del Valor esperado Prima recargada de modo explicito NO

Principio de la Varianza Prima recargada de modo explicito NO

Principio de la Desviacion tipica Prima recargada de modo explicito NO

Principio Exponencial Prima recargada de modo implicito NO

Principio de Prima Esscher Prima recargada de modo implicito NO

Principio de la Funcién Distorsion Wang Prima recargada de modo implicito Si

~ Basadasenclcapitll  Verifica 4 axiomas coherencia

VAR NO
TVAR S

Fuente: elaboracion propia.

De los principios de calculo de primas que se muestran en la Tabla 4, el de la prima neta es el que se
aplica en el ramo de vida en la actualidad. El inconveniente que plantea es que no proporciona una prima
recargada, ni implicita ni explicitamente, a pesar de ser medida de riesgo coherente. Es por esto por lo que
las entidades han de modificar las probabilidades de supervivencia para obtener las primas recargadas y
hacer frente de este modo a las desviaciones de la siniestralidad real. El resto de los principios, a excepcion
del ultimo, no constituyen medida de riesgo coherente, a pesar de proporcionar primas recargadas, ya sean
implicitas o explicitas y tengan su habitual aplicacion en el ramo de los seguros no vida. El tltimo de los
principios, el de la funcion de distorsion de Wang, proporciona una prima de riesgo recargada de manera
implicita y ademas constituye medida de riesgo coherente. Se aplica en el ramo de los seguros generales y la

novedad de este articulo es su aplicacion en el ramo de vida asegurador, en concreto a un seguro de rentas.

3. FUNCION DE DISTORSION DE WANG: TRANSFORMADA PROPORCIONAL DEL
TANTO INSTANTANEO

3.1 Funcion de distorsion

Dado un riesgo, representado por la variable aleatoria pérdida X > 0, con funcion de distribucion y funcion

de supervivencia respectivamente:
F(x) = P(X < x) ()
S(x)=1-F(x)

la pérdida esperada de dicha variable, expresada a partir de la funcidon de supervivencia, tiene la expresion:

E(X) = j: xf(x)dx :j: S, (x)dx )
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Se trata ahora de obtener una prima recargada mas ajustada al riesgo basada en la denominada funcion

de distorsion. Dada una funcién gno decreciente (Wang, 1995), definida por g: [O,l] - [0,1], con

g(0)=0 y g(1)=1, llamada funcién de distorsion, se define la prima de riesgo ajustada a la medida
de riesgo esperanza distorsionada como: E [ =H(X) = j X(x) dX para un riesgo X con

funcion de supervivencia S, (x). A esta funcion de supervivencia se la conoce como funcion de

supervivencia ajustada al riesgo (Wang, 1995). Por este motivo, esta funcion g no puede ser

cualquier funcion, dado que ha de verificar las propiedades necesarias para que g(Sy(x))sea
considerada funcion de supervivencia, ya que lo que hace dicha funcion g es transformar la funcion
de supervivencia Sy (x). Dichas propiedades son las siguientes (Wang, 1996), supuesto que estas
funciones g ny (x) son derivables:

1. La funcién g(SX (X)) es una funciéon no creciente con respecto a x. Para ello, siendo g y S

derivables, su primera derivada ha de ser menor o igual que 0.

dg(Sx(x)) _

™ g'(Sx (%)) 8'x(x)<0 ©)

2. La funcion g(SX(X)) esta comprendida entre 0y 1 cuando x € [0; +oo]'

- S(0)=1, luego g(Sx(0)) =g =1.
- LimS,(x)=0, luego g(Lig}sX(x)) — 5(0)=0.

3. Siendo g y S4(x) funciones continuas, se puede considerar a la funcion de supervivencia

ajustada al riesgo como la funcion de supervivencia de otra variable aleatoria denotada por Y, con

la siguiente funcién de densidad:

0 =f(x) =~ 3EE) dx( ) (8, (08" () = &S () i ().

Y se tiene que g'(SX (x)) es una funcion de ponderacion de la funcion de densidad fy (x).

dg'(Sy
Ademas, si g(x) es una funcion concava: w (S (X)) S'(x)=0.
X

La funcion de distorsion permite definir una nueva variable aleatoria Y, ya que la funcion g(SX (X))

tiene las propiedades de funcion de supervivencia explicadas anteriormente.
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3.2 Transformada proporcional del tanto instantaneo

Este principio de célculo de primas tiene una forma de funcioén de distorsion con la siguiente expresion (Tse,
2009):
!
g(u)=u” p>0 4)
o P 1
H(X) = IO g(SX (X))dx = _[0 (SX (X))P dx . Esta forma de funcion de distorsion es la que se emplea

en esta investigacion. Esta expresion es a nivel general, definiéndose una nueva variable aleatoria Y , a

partir del riesgo inicial denotado por X, con funcion de densidad y prima ajustada al riesgo dadas por:

Sy (x) = (S (x))ﬁ p>0
) | 5)
I (X)=E(Y) = jo (Sy(x))"dx

De la definicion establecida en la ecuacion (5) se extraen las siguientes consecuencias:

1. La E(Y) es una funcion creciente con respecto a p.
dE(Y) 1 = -
e _p_2j0 [SX(X)"Log(SX(X)) x>0.

Dado que la expresion Log(SX (X))<O, a mayor p mayor prima ajustada al riesgo,

justificandose de este modo la interpretacion de dicho parametro como un indice de aversion al

riesgo, tal como indica Tse (2009).

2. Los tantos instantaneos de las variables aleatorias X e Y son proporcionales. En seguros no vida

(Wang, 1995), dada la variable aleatoria no negativa X con funcion de distribucion F, (x)y

funcion de supervivencia Sy (X), dado que:

1 t]
— -]
—e p

S, (1) = S(1)° = [e 1" =

Por tanto, se verifica que:

1
uy(t)=5ux(t) p>0 t=0 (6)

Los tantos de las variables X e Y son proporcionales, y es por esto por lo que la nueva variable

aleatoria Y se denomina transformada proporcional del tanto instantaneo de la variable X, con parametro p

(Wang, 1996). En general, esta transformada solo necesita que el parametro sea mayor que cero, pero en el

contexto de los seguros generales se considera que el pardmetro sea p > 1, para asi proporcionar mas peso a

la cola de la distribucion del riesgo.
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3.3 Célculo de la prima neta y la prima recargada implicitamente para la modalidad de seguro de
rentas, aplicando las cuatro leyes de supervivencia

Se procede a calcular la prima neta y la prima recargada de manera implicita para esta modalidad de seguro
con cobertura de supervivencia, en tiempo continuo, con capital asegurado unitario, para una cabeza de edad
x. En este caso, el riesgo esta representado por la variable aleatoria T(x), vida residual o tiempo de vida
desde la contratacion de la poliza hasta el fallecimiento del asegurado, siendo la edad de contratacion la edad
actuarial x. Las premisas de partida son que se abona una u.m. mientras el asegurado esté con vida, el tipo de
interés técnico es i y la variable aleatoria vida residual T(x) tiene una funcioén de distribucion denominada
Gy(t) y una funcion de supervivencia S,(t). Aplicando el principio de equivalencia actuarial para

obtener la prima pura unica (neta), se obtiene la expresion (Bowers et al., 1997):

— * t _
P= jo v (1-G, (1))dt 7)
Para adaptar este principio de equivalencia actuarial al calculo de primas basado en la

funcion de distorsion, se expresa esta integral en funcion de St):

(ot _ [Tt _ [Tt
P= jo vi(1-G_(t)dt jo v p, dt jo v'S_(t)dt (8)

Haciendo el cambio de variable:
vi=1z;
tlnv=Lnz

Lnz
t =

Lnv

Si t=0, entonces v’ =1. La variable z tomara el valor 1. Si limv' = 0, la variable z tomara el

t—o0

valor 0 puesto que el factor v es menor que la unidad. Por tanto, se tiene:

P :Tvt ds, (1) = Tzdsx [anj = —jzde [LHZJ
0 1 L 0

nv Lnv

Integrando por partes:

z=u dz=du

de(Lan:dV V:SX(LHZJ
Lnv Lnv

Se llega a la expresion de la prima tnica de riesgo en términos de la funcion de supervivencia de la

1 ¢ Lnz
P=- S dz 9
an-[o X(anj ©)

Lo que se trata de hacer a continuacion es obtener una prima recargada transformando la funcién de

variable aleatoria vida residual:

supervivencia por medio de una funcion de distorsion en forma de potencia:
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P.= .[(:Cg(SX (x))dx = .[(:Cg(SX (x))e dx

1
X 1
po———{[s (ﬁ] "dz, p=1
Lnv Lnv

. 1
Para que la prima recargada sea mayor que la prima pura, el exponente debera ser —<1=p2=>1.
p

(10)

En un seguro con cobertura de supervivencia, a la compafiia aseguradora le interesa que el riesgo de
longevidad del asegurado sea lo mas bajo posible, para asi no tener que hacer frente a la cobertura econémica
de la prestacion cubierta en la poliza. Luego interesa que el valor del tanto instantaneo de mortalidad sea lo

mas elevado posible. Si se considera un tanto menor se recarga la prima (p > 1), luego la prima recargada

sera mayor, puesto que la compaiiia cobrard mas dinero a los asegurados al presentar estos un tanto
instantaneo de mortalidad inferior. De este modo, la funcién de distorsion da mas peso a la cola de la

variable vida residual, obteniéndose a partir de ella una prima recargada. Al ser el pardmetro p >1, esta

esperanza distorsionada cumple las propiedades de una medida de riesgo coherente (Wang, 1995), inclusive

la de subaditividad'.

La prima recargada obtenida en (10) coincide con la prima pura de otra variable Y, con el mismo
modelo de supervivencia que el de la variable inicial X, pero con un tanto instantineo de mortalidad

proporcional al tanto instantaneo de dicha variable X. Demostracion de esta afirmacion:
Se parte de la expresion siguiente:
1
1 Lnz \ )
P.=——||S,|— || dz
Lnv Lnv

1
Llamando r =— | siendo v'=z e integrando por partes:
p

1

P =—Lj°(s ()" v'Lavdt = ["v' (S (t))ﬁ dt (1)
rec LnV o X 0 X

1
Si se llama S, (t) = (Sx (t))E , entonces la expresion final de la prima recargada es:

P = [ V' (Sy(0)dt (12)

La nueva expresion de prima obtenida se corresponde a la prima tnica de un seguro de la misma

modalidad (seguro de vida entera) pero para una nueva variable aleatoria llamada Y, cuya funciéon de
1
supervivencia tiene la expresion Sy (t) = (SX (t))E )

La expresion del tanto instantaneo de la variable Y es la siguiente:

' La propiedad de subaditividad ha sido demostrada por Wang mediante el método de la induccién matematica.
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1 L
s ooy .
Sy _ p __lsx(t)=lux(t) (13)

SY (t) (SX (t))i p SX (t) p

Hy (1) =-—

siendo Wy (t)el tanto instantineo de la variable inicial X. Por tanto, se llega al final de la demostracion

concluyendo que la prima recargada obtenida a partir de la medida de riesgo esperanza distorsionada

coincide con la prima pura obtenida para la misma ley de supervivencia, pero con un tanto proporcional, con

1
factor de proporcionalidad —.

p
En la Tabla 5 se muestran las primas Unicas de riesgo netas y recargadas calculadas para las cuatro
leyes de supervivencia, mediante el empleo de la funcion de distorsion de Wang en forma de potencia. El

desarrollo matematico completo se encuentra en Hernandez (2013).

Tabla 5. Primas Unicas de riesgo netas y recargadas

Leyes de : S
: . Prima neta Prima Unica riesgo recargada
supervivencia
Primera ley de Dormoy P 1 P - -1
~ LnS+Lnv e 1
LnS? + Lnv
Segunda ley de Dormoy B -1 P - -1
* LnS, +(2x+2)LnS, +Lnv L 2 e
LnS,” +Lnv+LnS, °

Ley de Gompertz - -

y p P 1 P - 1

< (C*'Lng + Ln el
g ( & V) g r|lc ! Lng +Lnv
p

Primera ley de Makeham -1 -1

- g (LnS +C*"'Lng+ LIIV)

rec Cxl 1 " 1

g 7| —LnS+C*" — Lng+Lnv
p p

Fuente: elaboracion propia. Esta Tabla relaciona las primas Unicas de riesgo netas y recargadas implicitamente, a través

de la funcion de distorsion de Wang en forma de potencia, con cada una de las leyes de supervivencia.

Con el objetivo de mostrar graficamente como evoluciona la prima de riesgo recargada mediante esta
medida de riesgo coherente, la transformada proporcional del tanto instantaneo, y de este modo proporcionar
una justificacion tedrica a la practica habitual que llevan a cabo las entidades aseguradoras de modificar las
probabilidades de supervivencia y evitar asi las desviaciones desfavorables de la siniestralidad real con
respecto a la esperada, se detallan unos graficos para los valores que toma el parametro p > 1. Se ha
considerado la recomendacion realizada por Solvencia II en el documento QISS, donde se indica que el valor
del parametro se recomienda sea de 1,20 para esta modalidad de seguro. Para este seguro con cobertura de

supervivencia se han tomado valores del pardmetro p que oscilan desde 1 hasta 1,9, con incrementos de

valor 0,1. Los valores numéricos asignados a los parametros de las cuatro leyes de supervivencia se han
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tomado de las tablas de mortalidad empleadas (Prieto, 2000), por ser éstas las que mejor se ajustan al modelo
con el que se estd trabajando en el articulo, que es el de la funcion de distorsion de Wang en forma de

potencia, la llamada transformada proporcional del tanto instantaneo.

Figura 2. Evolucion de la prima neta y la prima de riesgo recargada

4 N N
Comparativa de ambas primas en Comparativa de ambas primas en
base a la primera ley de Dormoy base a la segunda ley de Dormoy
v 96,0000 Z0’2500
2 95,0000 10,2000
o 94,0000 ©
I 0,1500
T 93,0000 e
< 92,0000 : S 0,1000
91,0000
’ P 10,0500
P 90,0000 r
- ' 0,0000 +—+—+—+— T
i 89,0000 —— :
m 10 1,1 12 13 14 15 1,6 1,7 1.8 19 r: I LT 12 13 14 15 16 17 18 19
a Valores de p s Valores de p
* #— Prima recarcada =@ Prima recargada
. cearg === Prima sin recargo
\_ == Prima sin recargo AN J
e i ; N ) ) N
Comparativa de ambas primas en Comparativa de ambas primas en
base a la ley de Gompertz base a la ley de Makeham
25,0000
v 250000 v
® 20,0000 / a 20,0000 ‘/./.4
1
o 15,0000 0 15,0000
r r
¢ 10,0000 e 10,0000 /
) :
3,0000 i .d:.-;_._._._._.—‘
5,0000
P 00000 44— || P
' 111 12 13 14 15 16 17 18 19 T 10,0000 ———
n‘ﬂ Valores de p i 1 11 12 13 14 15 1,6 1,7 18 19
m
a . a Valores de p
s ~#-Prima recargada s
==fr=Prima sin recargo #—Prima Recargada
=== Prima sin recargo
- AN J

Fuente: elaboracion propia. En los graficos se observa el impacto del recargo implicito sobre la prima tnica de riesgo

segun aumenta el parametro p, en base a cada una de las cuatro leyes con las que se trabaja en el articulo. Los valores

numéricos de ambas primas se han obtenido a partir de los valores asignados a los parametros: edad actuarial 40 afios,

tipo interés técnico del 1%, S, =0,7,S, =0,9,5S=0,999,2=0,9969 y C=1,1034. Datos extraidos de las tablas de

mortalidad elaboradas por Prieto Pérez (Prieto y Fernandez, 2000): tabla proyectada del afio 2000 de mortalidad
espafiola de 1950 a 1990.

164



4. CONCLUSIONES

En este articulo se refleja como se ha obtenido un principio de calculo de prima para seguros de vida, basado
en la funcion de distorsion de Wang en su forma de potencia y aplicado a la modalidad de seguro de
supervivencia (rentas). El objetivo perseguido ha sido obtener un método alternativo de tarificacion,
diferente del principio basado en las esperanzas matematicas, para calcular la prima Unica de riesgo
recargada que refleje una siniestralidad superior a la esperada. Dicha prima estd basada en una medida de
riesgo coherente, la llamada esperanza distorsionada transformada proporcional del tanto instantaneo. El
resultado obtenido permite justificar la practica habitual que realizan las compaiiias aseguradoras, en el area
de vida, de manipular el tanto instantaneo de mortalidad con el fin de obtener una prima recargada a través
de un recargo implicito. La recomendacion que realiza Solvencia Il en lo que respecta al importe que tome
dicho recargo se encuentra especificado en el informe técnico QISS.

La funcion de distorsion de Wang en su forma de potencia es una medida de riesgo coherente. Para los
valores que toma el parametro p >1, ya fue demostrado (Wang, 1995) que esta medida de riesgo es
coherente, por verificar la propiedad de subaditividad, ya que el resto de las mismas solo precisan del valor
del parametro mayor que 0. De este modo se consigue obtener una prima de riesgo recargada mayor que la
prima neta. Por tanto, una de las principales aportaciones de este articulo es que la funcion de distorsion
seleccionada en este trabajo, la llamada esperanza distorsionada, es apta para tarificar en vida, haciendo lo
analogo a lo que ya hizo Wang en 1995, pero aplicado a la rama de los seguros generales. Otro resultado
logrado es que la prima recargada, calculada para todas y cada una de las leyes empleadas y para la
modalidad de seguro elegida, con la funcidon de distorsion de Wang en forma de potencia, es la misma a la
que se obtendria (prima neta) a partir de otra variable aleatoria que sigue la misma ley de supervivencia,
modificandose exclusivamente el valor de los parametros. Esto significa que las leyes empleadas son
invariantes ante el empleo de dicha funcion, tal como puede observarse en la Tabla 5.

Para la modalidad del seguro de rentas, la modificacion que sufren los parametros origina el mismo
efecto en la probabilidad de fallecimiento en las cuatro leyes de supervivencia: dicha probabilidad
disminuye, lo que hace que la prima recargada sea superior a la prima neta. Asi se ha logrado el objetivo
propuesto de recargar la prima tnica de riesgo de manera implicita, con el tnico efecto sobre las leyes de
cambiar sus parametros. Justamente la modificacion que experimentan estos es que los nuevos parametros

son proporcionales a los parametros de las leyes aplicadas para calcular la prima neta, siendo el factor de

L : o . 1
proporcionalidad el exponente de la funcion de distorsion transformada proporcional, —. Ademas, el efecto
que produce la funcion de distorsion sobre las leyes de mortalidad utilizadas es que las nuevas leyes
presentan un tanto instantaneo de mortalidad proporcional al de la ley original.

Al trabajar con la modalidad de seguro con cobertura de supervivencia, el exponente de la funcion de
distorsion, que es el factor de proporcionalidad ya definido, ha de ser menor que uno, para que de este modo

la medida de riesgo esperanza distorsionada sea una medida de riesgo coherente por verificarse asi los
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axiomas de coherencia, y conseguir que el riesgo de longevidad sea mayor mediante el empleo de dicha

funcion de distorsion. Con este parametro p se justifica, a través de una medida de riesgo coherente, la

practica habitual en el ramo de vida de recargar el tanto instantaneo, y asi poder hacer frente a las

desviaciones desfavorables de la siniestralidad real con respecto a la esperada.

En esta modalidad de seguro, al ser el cociente — proporcional al tanto instantdneo de mortalidad,

conforme aumenta p disminuye la probabilidad de fallecimiento, luego esto implica un mayor riesgo para la

compaiiia aseguradora. Es por esta razon por la que la entidad cobrara primas recargadas de manera implicita
cada vez mayores ante incrementos en el valor de dicho parametro. Por ello, la relacion entre la prima unica

de riesgo recargada y el parametro p sera creciente.
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