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RESUMEN

Es conocido que, cuando en el modelo de regresién lineal existe un alto
grado de multicolinealidad, los resultados obtenidos a partir del método
de minimos cuadrados ordinarios (MCO) son inestables. Como solucién a
esta situacién, en este trabajo se presentan los métodos de alzado, cresta y
variables ortogonales como alternativa a la estimacién por MCO. También
se muestra que la regresién con variables ortogonales tiene sentido inde-
pendientemente de la existencia de multicolinealidad grave, ya que permite
dar respuesta a cuestiones no accesibles con el modelo original. Dichas
metodologias se aplican a un conjunto de datos de rendimientos de letras
del tesoro.
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Quantitative Methods for a Linear Regression
Model with Multicollinearity. Application to
Yields of Treasury Bills

ABSTRACT

It is known that, when in the linear regression model there is a high degree of
multicollinearity, the results obtained by using the Ordinary Least Squares
(OLS) method are unstable. As a solution to this situation, in this paper we
present the raised method, the ridge method and the orthogonal variables
method as an alternative to the estimate by OLS. It is also shown that re-
gression with orthogonal variables makes sense regardless of the existence of
serious multicollinearity because it allows to answer questions which are not
accessible when using the original model. These methodologies are applied
to a data set of yields of treasury bills.

Keywords: regression models; multicollinearity; raised regression; ridge re-
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1. Introduccién

La regresion lineal es una herramienta estadistica ampliamente usada para analizar como influyen
(si es que lo hacen) un conjunto de variables (independientes o explicativas) en otra (dependiente
o explicada), permitiendo la estimaciéon numeérica de los signos y magnitudes de los coeficientes en
una relacién lineal previamente establecida. Una de las caracteristicas de las variables econémicas
es la posible correlacion entre ellas debido a la existencia de determinantes comunes, por lo que
la multicolinealidad entre variables explicativas en una regresiéon multiple debe considerase una
situacion habitual.

Multicolinealidad. Segtn Novales [7], “la presencia de multicolinealidad en un modelo lineal
puede revestir dos formas: la que se conoce como multicolinealidad exacta, que ocurre cuando
una de las variables explicativas es combinaciéon lineal determinista de todas las demés (o de
algunas de ellas), y la multicolinealidad aproximada, que ocurre cuando una de las variables es
aproximadamente igual a una combinacion lineal de las restantes”; es decir, dado el siguiente modelo
de regresion lineal con n observaciones y p variables:

y =XB+u, (1)

donde u representa la perturbacion (que se presupone esférica) y se asume la independencia lineal
entre las variables independientes presentes en X; cuando esta condiciéon no se verifica se dice que
en el modelo hay multicolinealidad. Por tanto, la multicolinealidad describe la situacién de ausencia
de ortogonalidad entre las variables independientes del modelo de regresion.

En el primer caso (multicolinealidad perfecta), el modelo no satisface la condicion de rango
completo y conduce a infinitas estimaciones de los coeficientes del modelo de regresion, mientras
que en el segundo caso (multicolinealidad aproximadal), aunque dicha condicién es satisfecha, la
estimacion sera inestable ya que se pueden presentar los siguientes problemas:

= Coeficientes estimados sensibles a pequenos cambios en los datos;
= Varianzas elevadas de los estimadores;

= Tendencia a no rechazar la hipdtesis nula al efectuar los contrastes de significacion individual,
y

= Un coeficiente de determinacién elevado y, por tanto, tendencia a rechazar la hipotesis nula
en el constraste de significacién conjunta.

El segundo caso es el problematico ya que pone en entredicho las conclusiones obtenidas en el
analisis realizado. Por tanto, la existencia de un alto grado de multicolinealidad no es una cuestiéon
baladi cuando se estima el modelo de regresion por el método de minimos cuadrados ordinarios
(MCO); de ahi la importancia de detectarla y tratarla de forma adecuada.

IDe aqui en adelante, cuando se haga referencia al término de multicolinealidad se ha de sobreentender que se
hace referencia a la multicolinealidad aproximada.
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Causas. Las causas que producen multicolinealidad en un modelo son diversas; sin embargo,
podrian dividirse en los dos siguientes bloques (ver Spanos y McGuirk [11]):

Multicolinealidad sistemdtica: debida a un problema estructural; es decir, a la alta correlacion lineal
de las variables explicativas consideradas.

Multicolinelidad errdtica: debida a un problema puramente numérico; es decir, a un mal
condicionamiento de los datos considerados por escasa variabilidad de las observaciones y/o
reducido tamano de la muestra.

Deteccion. Por lo comentado anteriormente, estar ante un modelo donde los coeficientes no
son significativamente distintos de cero, si lo es el modelo conjuntamente, y con un coeficiente
de determinacion alto, son sintomas que hacen pensar en la existencia de multicolinealidad grave.
Sin embargo, basarse tnicamente en dichos sintomas no es adecuado, por lo que se hace necesario
disponer de otras herramientas. Las medidas mas usadas para detectar el grado de multicolinealidad
presente en un modelo de regresion son el factor de inflacion de la varianza (FIV) y el namero de
condicion (NC). Por desgracia, estas herramientas no son un contraste estadistico aplicado a la
deteccion de la multicolinealidad, sino una regla practica que trata de analizar la existencia de
multicolinealidad aproximada en el modelo y determinar las variables implicadas en la misma.

El FIV es una de las medidas més usadas para detectar si el grado de multicolinealidad presente
en el modelo es preocupante. Para cada una de las variables explicativas del modelo (1), se obtiene
a partir de la expresion:

var (B\z) 1
var (Blo) L - R’L2 ’
siendo B el estimador por MCO del modelo (1), EO el estimador por MCO del modelo (1) suponiendo

que las variables explicativas son ortogonales, y R? el coeficiente de determinacién de la regresion
auxiliar:

FIV(i) = i=2,...,p, 2)

Xz' = X_15 + W,

donde X _; es igual a la matriz X tras eliminar la variable X; para i = 2,...,p. Como 0 < R? < 1,
se verifica que FIV (i) > 1 parai=2,...,p.

Puesto que el FIV se obtiene como el cociente entre la varianza observada y la varianza que se
hubiera obtenido en el caso de que X; estuviese incorrelada con el resto de variables explicativas del
modelo, entonces muestra en qué medida se agranda la varianza del estimador como consecuencia
de la relacién lineal existente entre los regresores.

Es comunmente aceptado que valores del FIV superiores a 10 indicarian que el grado de
multicolinealidad presente en el modelo es preocupante ya que implicaria un coeficiente de
determinacién auxiliar superior a 0,9.

Por otro lado, dado el modelo de regresion lineal multiple (1), el NC se define como:

ﬂmin
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donde pmaz ¥ fmin SON, respectivamente, los valores singulares maximo y minimo de la matriz X.

Puesto que la descomposiciéon en valores singulares de X corresponde a X = UDV?, donde
U'U = I, V!V = I siendo I la matriz identidad (de dimensiones adecuadas en cada caso) y
D = diag(ps ... pp), con p;, i =1,...,p, los valores singulares de la matriz X, se tiene que:

X!X = VDU'UDV! = VD?V?.

En tal caso se verifica que los autovalores de la matriz X‘X coinciden con el cuadrado de
los valores singulares de X; es decir, & = p? para i = 1,...,p. Entonces, la expresion (3) es
equivalente a:

gmin

donde &40 ¥ Emin son, respectivamente, los autovalores maximo y minimo de la matriz X*X.

Segun Belsley [1], valores de K (X) entre 20 y 30 suponen multicolinealidad moderada y valores
superiores a 30, multicolinealidad grave. Ademas, los datos deben tener longitud unidad; es decir,
han de ser divididos por la raiz cuadrada de la sumatoria de cada uno de sus elementos elevados al
cuadrado.

Soluciones. Entre las diversas soluciones que se suelen barajar, se tienen aquellas relacionadas
con los datos de los que se dispone (como, por ejemplo, mejora del disefio muestral, incorporar
més observaciones a la muestra o el uso de informacion a priori), la aplicacion de técnicas de
estimacion alternativas a MCO (como, por ejemplo, regresion cresta, regresion alzada, regresion de
componentes principales, regresion con variables ortogonales, regresion LASSO o maxima entropia)
o incluso la eliminacién del modelo de las variables que se consideran que provocan el problema.

Por desgracia, mejorar la calidad de los datos disponibles no siempre es posible; por lo que
antes de eliminar variables del modelo (es conocido que esta eleccion podria conducir a la aparicion
de otros problemas como la heterocedasticidad y autocorrelacion), seria aconsejable intentar usar
alguna técnica alternativa a MCO para la estimacion del modelo. En este sentido, el presente trabajo
se centra en la aplicacion de los métodos de alzado, de cresta y de variables ortogonales a modelos
donde la presencia de multicolinealidad es grave.

Estructura del trabajo. En la secciéon 2, se obtienen las estimaciones por MCO del modelo
(1) asi como las expresiones referentes a la significacion individual y conjunta (véase Novales et
al. [8]). En la seccion 3, se presentan los métodos de alzado, de cresta y de variables ortogonales.
Esta seccion no es més que una recopilaciéon bibliografica de los contenidos presentes en los trabajos
de Salmerén et al. [10] y Novales et al. [8]. Adviértase que para obtener expresiones explicitas se
ha considerado el caso en el que p = 2 y los datos estan estandarizados, es decir, se les resta su
media y, posteriormente, se divide entre y/n veces la desviacion tipica. En la seccion 4, se aplican
los resultados mostrados en la seccién anterior a un conjunto de datos reales correspondiente a
tipos de interés medios de letras del tesoro. Finalmente, en la seccién 5, se destacan los principales
resultados obtenidos.
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2. Preliminares

En el presente apartado se realiza un resumen de las principales caracteristicas que se obtienen
al estimar por MCO el siguiente modelo de regresion lineal con 2 variables estandarizadas y n
observaciones:

y=XB+u=[1x1 + faxa + u, (5)

donde y representa a un vector n x 1 que contiene las observaciones de la variable explicada,
X = [x; X32] es una matriz n X 2 que contiene las observaciones de las variables explicativas,
B = (B1 B2)" es un vector 2 x 1 que contiene los coeficientes de las variables explicativas y u es un
vector n X 1 de perturbaciones aleatorias. Se supone que la perturbaciéon aleatoria esta centrada y
es esférica. Ademas, por estar las variables estandarizadas, se tiene:

X’X—<[1)[1)>, X’y—<§;), (6)

donde p corresponde a la correlacion entre las variables x; y X2 y 7; a la correlaciéon entre x; e y,
para ¢ =1,2.

Estimacion y bondad de ajuste. En tal caso, se verifica que la estimacién por minimos
cuadrados ordinarios (MCO) de los coeficientes de los regresores del modelo (5) sera:

R 1 “/1*,0;2
B=XX)"Xy=| .0 | (7)

1—p2

cuya matriz de varianzas covarianzas estimada es:

— 1 _ P
Var(B) =3*(X'X)"! =57 ( et L ) : (8)

donde: ) ) )
2 _SCR 1 1-p" =97 —7%+2mm
- )

n—2 n-—2 1—0p

Ya que SCT = 1 (al estar el modelo estandarizado) y SCE = ,@tXty = 7131 + 7232 =

2 2
va%jzmm? se tiene que:
_SCE _9i +13 —2pn7e

R2
SCT 1—p2

Inferencia individual y conjunta. A partir de la expresion (8), los intervalos de confianza al
nivel 1 — a correspondientes a los coeficientes de los regresores son:

—~ o 1
Biitn,2(1—7)8,/77 i=1,2, 9

2SCR denota la suma de cuadrados de los residuos, SCT la suma de cuadrados totales y SCFE la suma de
cuadrados explicada.
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donde t,,_o (1 — g) corresponde al punto de una t-Student con n — 2 grados de libertad que deja a

2
la izquierda una probabilidad 1 — 5.

Mientras que las regiones de rechazo de los contrastes de significacion individual (aquellos que
tienen como hipotesis nula Hy : 8; = 0 y alternativa H; : 3; # 0 para i = 1,2) seran:

Bi
_1
1—p2

tewp =

>tn_2<1— ) i=1,2,

o

la region de rechazo del contraste de significacion conjunta (aquel que tiene como hipdtesis nula
Hy : 81 = By =0 frente a la alternativa H; : 3i tal que §; # 0 con i = 1,2) seréa:

g _SCE _ 1+ — 207
wp = Tmg = (0 =2) g
o pPT =7 — V2 T 2pmive

> FQJL,Q(l — 04)7

donde F; ,,_o(1 — ) es el punto de una F de Snedecor con 2 y n — 2 grados de libertad que deja a
su izquierda una probabilidad 1 — a.

Deteccion de la multicolinealidad. Finalmente, el FIV asociado al modelo (5) se obtiene, por
ejemplo, a partir del coeficiente de determinaciéon de la regresion auxiliar x; = axs + v. Puesto
que en la regresion simple el coeficiente de deteminacion coincide con el cuadrado del coeficiente de
correlacion de las variables, se obtiene que:

FIV = (10)

1—p?

Por otro lado, el nimero de condicién se obtendra a partir de los autovalores de la matriz X'X.

3. Técnicas de estimacion bajo multicolinealidad

Como se ha comentado, en presencia de multicolinealidad grave en el modelo de regresion, el
analisis por MCO de la seccién anterior queda en entredicho por lo que podrian aplicarse técnicas
alternativas a los MCO como la estimaciéon por componentes principales, la regresion LASSO, la
estimacion alzada, la cresta, con variables ortogonales, etc. Este apartado se centra en éstas tres
tltimas. Para mas detalles, véanse los trabajos de Salmerén et al. [10] y Novales et al. [8].

3.1. Meétodo de regresion alzada

Dado el modelo (5), la regresion alzada trata el problema de la multicolinealidad desde un punto
de vista geométrico.

La colinealidad surge porque el vector x; y el vector xo estan muy cerca geométricamente; es
decir, el d4ngulo 6; que determinan ambos vectores es muy pequeno (véase Figura 1). Para corregir
este problema antes de proceder a la estimacion, vamos a separarlos a través de la siguiente regresion:

X1 = axy + €, (11)
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Figura 1: Representacion del método alzado para dos variables independientes

cuya estimacion por MCO es & = (x4x2) " 'x4x;, de forma que se verifica que & = p (ya que los
datos estan estandarizados). En tal caso, se tiene que x; = pxs + €1 con e;lxy donde e es el
residuo obtenido de la regresiéon (11). Luego, el vector alzado se define como:

5(1 = X1 +)\e1. (12)

De la Figura 1, se evidencia que el angulo 65 entre x; y X5 serd mayor que el dngulo 6;. Por
lo tanto, sustituyendo el vector x; por el vector alzado X; en el modelo (5), la correlacion entre
ambos vectores serd menor y el problema de la multicolinealidad disminuira. Cuanto mayor sea el
pardmetro A, mayor seré el angulo entre los vectores y menor sera la correlacion.

Estimaciéon. Por tanto, el nuevo modelo viene dado por:
y = B1(M)X1 + B2(N)x2 +w. (13)

Mediante el uso de la estimacion MCO en el modelo (13), podemos obtener los siguientes
estimadores:

-1 (11;\)—&"/2 7

= v/ v/ —pP

ﬂ()‘) = (X X) X y= ( (1+)\)’y2—p'yl—p2’yg)\ ) ) (14)
(1+X)(1-p?)

donde X = [%;xg].

Bondad de ajuste e inferencia. Las sumas de los cuadrados en la regresion alzada coinciden

con los de la estimacion por MCO (véase Salmerén et al. [10]). Por esta razon, el coficiente de

determinacioén, la estimacion de la varianza de la perturbacion aleatoria y la F experimental seran
las mismas para los modelos MCO y alzado:

R*(\) = R?, G%(\) =02, Fup(\) = Fepp.
Las expresiones de las t experimentales son:

_ (1+X)72 = p11 = PP .
Vo1 = p2)[(1 4+ A)? = p2(2A + A2)]

teap(B1(V) = —2—L2 1, (Ba(N) (15)

o2(1 = p?)
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Podemos ver que la correspondiente ¢ experimental de la variable alzada, tes, (81 (X)), no depende
de A. Por lo tanto se mantiene constante, mientras que t.,,(52(A)) depende de A y variara ante
incrementos de esta.

Debemos recordar que uno de los sintomas de la multicolinealidad grave son los modelos
significativos globalmente pero no de forma individual. Aplicando la regresion alzada, la condicién
inicial de significacién conjunta se respeta y la de no significacion individual puede variar de forma
beneficiosa.

Factor de inflacién de la varianza. Una vez aplicado el procedimiento alternativo a los MCO,

es necesario comprobar si es efectivo; lo que consiste, por ejemplo, en calcular el FIV.
El FIV asociado a la regresion alzada viene dado por:

1 _ AN A=)+ P’

FIV(\) = 1+ ,
1‘% (1+ )21 =p?) (L+A)2(1-p?)

(16)

de forma que, para un A\ concreto, se puede comprobar si la multicolinealidad se ha mitigado o no.

A partir de (16) es claro que el FIV()\) es siempre mayor o igual a 1, es decreciente en \ y
continuo en A = 0 (coincidiendo con el obtenido para el modelo (5)). Para méas detalles, véase
Salmeron et al. [10].

3.2. Meétodo de regresion cresta

La regresion cresta trata la multicolinealidad desde un punto de vista sistematico (es decir,
puramente numeérico), introduciendo una cantidad positiva en la diagonal principal de la matriz
X'X.

Estimacién. El estimador cresta ﬁ(k), con k > 0, se expresa de la siguiente forma:
. . (11+kl)€v;*p;/2
Bl =(XX+k) " Xy = (G0, | (17)
(1+k)?—p?

con matriz de varianzas covarianzas:

var(B(k)) = o (X'X + kI) ' X'X (X'X + kI) " (18)

Marquardt [5] muestra que la estimacion dada en (17) se puede obtener estimando por MCO el
modelo aumentado:

ya=XaB+ua, (19)

Ynx1 X, Xp
= X_ = .
v (%n>’ A (ﬂ%w>

donde:
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Test de significacion individual. Los valores ¢t experimentales para el test de significacion
individual de los estimadores cresta se pueden obtener, para i,j = 1,2 e i # j, mediante:

Pi(k)  _ (1 +Fk)vi — py
62(k)bii  o(k)/ (A + k)2 —2(1+ k)p2 + p?

teap(Bi(k)) = (20)

donde b; ; es el elemento (i,7) de la matriz (X'X + ED) ' XX (XX + kI) ' y la estimacion de la
varianza de la perturbacién aleatoria se puede obtener a partir de:

_ SCR(k) _ (y — XB(k))'(y ~XB(k))

n—2 n—2

& (k)

Se puede apreciar que ambas t experimentales dependen del parametro k, por lo que variaran
conforme cambie éste parametro.

Bondad de ajuste y test de significaciéon global. McDonald [6] obtuvo la siguiente expresion
para calcular el coeficiente de determinacion del estimador cresta:

By XIXB(R) + KB BR))
B XXA(R)

demostrando que es decreciente en k. A partir de esta expresion, es posible obtener el valor
experimental para el test de significacion global:

R%*(k) =

: (21)

(22)

que de igual forma, también es decreciente en k.

Por tanto, aumentando el valor de k, se tiene que decrecen el coeficiente de determinacion y el
valor experimental de la significacion global. Es decir, puede ocurrir que, para un valor de k dado,
se haya mitigado el problema de la multicolinealidad pero que el modelo no sea valido globalmente.

Factor de inflacién de la varianza. Siguiendo a Marquardt [5], el elemento de la diagonal
principal de la matriz (X'X + kI) ' X'X (X’X 4 kI) ™" son los factores de inflacion de la varianza?,
es decir:
(14 k)2 = 2(1 + k)p? + p?
(k2= 2P
Para k = 0, FIV(k) coincide con el FIV del modelo (5) y con el FIV de la regresion alzada
para A = 0. Garcia y otros [2] mostraron que esta expresion presenta algunas anomalfas, como por
ejemplo, que toma valores inferiores a 1, que hacen desaconsejable su aplicaciéon. En Garcia et al.
[4] se muestra como ha de calcularse el FIV de forma adecuada en la regresion cresta.

FIV (k) =

(23)

3Siempre y cuando los datos estén estandarizados.
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3.3. Meétodo de regresiéon con variables ortogonales

En la regresion con variables ortogonales se sustituye una de las variables explicativas del modelo
(5) por el componente de la misma que no esta relacionado con la otra. Este componente se obtiene
de la estimaciéon de la regresion de la variable elegida sobre las demés variables explicativas; més
concretamente, el residuo de dicha regresion es el componente que buscamos.

De esta forma, supongamos que en el modelo (5) queremos ortogonalizar la variable xo, en tal
caso se plantea la siguiente regresion auxiliar:

Xo = aX] + W. (24)

A continuacién sustituimos en el modelo (5) la variable x5 por los residuos obtenidos en la
regresion auxiliar:
y = f1x1 + B2 +u. (25)

Ahora las variables explicativas del modelo son ortogonales entre si, por lo que el problema de
multicolinealidad aproximada se habria resuelto (el FIV es igual a 1). En el caso de tener un modelo
con mas variables, la multicolinealidad habria descendido; si no fuera suficiente, se procederia a
ortogonalizar otra variable.

Si bien, en la estimacion alzada y cresta, la interpretacion de los coeficientes estimados no
cambia, en este caso si que lo hace ya que el residuo e es la parte de x5 que no esta relacionada
con x1. Entonces, (5 se interpreta como el efecto que sufre la variable explicada debido a la parte
de x5 que no est4 relacionada con x;. Esta interpretacién abre la puerta a nuevas investigaciones;
por lo que la regresién ortogonal, ademas de mitigar el problema de multicolinealidad, nos brinda
otra vision e interpretacion de los modelos que puede resultar muy 1til a los investigadores.

Estimacion. Si llamamos Xp = [x1 €], se tiene que la estimacion de los coeficientes por MCO
del modelo (25) sera:

-1
~ _ 1 0 Y1 st

— (Xt X Ixt v — = 2 . 26
Bo = (XoXo) oY (0 1—p2) (’72—[)’)’1) ('yi_g;n) (26)

Bondad de ajuste e inferencia. La matriz de varianzas covarianzas estimada es:

- = - B - 1 0
Var(Bo) = 56(XbXo) ! =55 ( 0 1, ) , (27)
-P

donde 73 = 52 ya que SCRo = SCR (véase Novales et al. [8]). Ademas, se verifica que SCTp = 1
y SCEo = SCE (ver Novales et al. [8]), por lo que se tiene que RZ = R? y que las regiones de
rechazo del contraste de significacién conjunta coincidiran (Feyp,o = Fegp)-

Test de significaciéon individual. A partir de la expresion (27), los intervalos de confianza al
nivel 1 — a correspondientes a los coeficientes de los regresores son:

1

— 2
Tt (28)

’B\lo + tn—2 (1 - %) a-\7 32 + tn—2 (1 - %) -
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y las regiones de rechazo de los contrastes de significacion individual seran:

(0% B\Q «
o (1-2)) e | (1-2),
> tn-2 2 P\ | 2 2

1=p

~

Bio

~

tea:p =

2

Se observa que las tnicas diferencias entre el analisis de los modelos (5) y (25) las encontramos
en la estimacién del primer coeficiente y de su correspondiente intervalo de confianza y contraste
de significacion individual; todo lo demés permanece intacto.

4. Aplicacién practica

El objetivo del siguiente ejemplo es poner en préctica los resultados obtenidos en el apartado anterior
sobre los métodos de estimacion alternativos a los MCO cuando en el modelo de regresion existe
un grado de multicolinealidad grave.

Destacar que en estos modelos se deben comprobar también las hipdtesis basicas de
homocedasticidad e incorrelacion, aunque no se ha hecho debido a que no es el objetivo del presente
trabajo y no deseamos alejarnos de lo que constituye la principal aportacién del mismo, que no es
més que la aplicacion de las distintas metodologias estudiadas.

Finalmente, indicar que, aunque los resultados anteriores se han obtenido tras estandarizar las
variables, estos siguen siendo validos sin haber realizado transformacion alguna. Asi, en el siguiente
ejemplo se usan los datos originales.

4.1. Rendimientos de letras del tesoro

En este modelo se analizan los tipos de interés medio de las letras del tesoro. Se utiliza para ello
tres series temporales mensuales que abarcan desde febrero de 2013 hasta febrero de 2016; es decir,
se cuentan con 37 observaciones de los tipos de interés medio de las letras del tesoro a 6 meses, 9
meses y 12 meses. Como variable dependiente se usa el tipo de interés medio a 12 meses (TI12) y
como variables independientes el tipo de interés medio a 6 (TI6) y 9 meses (TI9).

En el grafico de la Figura 2, se puede observar que las tres series tienen un tendencia muy
similar, lo que nos hace sospechar que las variables pueden presentar un nivel alto de colinealidad.
Por tanto, procedemos a calcular los FIV, obteniéndose que FIV = 20,782. Puesto que es superior a
10, podemos afirmar que el modelo presenta multicolinealidad grave y entonces la estimaciéon MCO
podria conducir a errores y a conclusiones inestables.

El modelo a estimar queda de la siguiente forma:
donde se considera que la perturbacion aleatoria u esté centrada y es homocedastica e incorrelada.

Si aplicamos la regresion por MCO, los resultados que se obtienen se muestran en el Cuadro 1.
Podemos observar que los coeficientes de las variables independientes son significativamente distintos
de cero, excepto el término independiente que no lo es, y el modelo es significativo globalmente.

180



0.016

0.014 |-

0.012

0.01

0.008 -

0.006

0.004 -

0.002 -

2013 2014 2015 2016

Figura 2: Tipos de interés medio de las letras del tesoro

Término independiente TI6 TI9 R? F de ANOVA (2,34)
0,000343968 0,862294 | 0,531898 | 0,969096 533,0873
(0,000215074) (0,214776) | (0,16668)

Cuadro 1: Estimacion por MCO del modelo de rendimientos del tesoro (entre paréntesis la desviacion
tipica estimada)

181



Adviértase que, en O’Brien [9], se muestra que la varianza de los coeficientes estimados depende

de diversos factores: )

/T o-
var (B | = ————= - FIV (1),
(B’) n - var(X;) (@)
por lo que un FIV alto no implica necesariamente que no se vaya a rechazar la hipétesis nula en los
contrastes de significacion individual.
4.1.1. Aplicacion de la regresion alzada
Procedemos a realizar la siguiente regresion auxiliar sobre el modelo (29) con el fin de alzar la

variable TI9:

TI9 = o + a1 TI6 + €. (30)

A partir de los residuos de la regresion anterior, e, el vector alzado se define como:

TI9 = TI9 + e. (31)
A continuacion, el nuevo modelo queda de la siguiente forma:
TI12 = Bo(A) + B1(A)TI6 + B(A)TI9 + w. (32)

Los resultados de estimar el modelo anterior por MCO se muestran en el Cuadro 2 para distintos
valores de A. Se puede observar que:

= El coeficiente de determinacion y la significacion conjunta se mantienen intactas con respecto

al modelo de MCO.

= La t experimental de la variable alzada, TI9, no cambia; pero por el contrario, si cambia la ¢
experimental del resto de variables, en este caso de TI6, y va en aumento cuanto mayor es el
parametro A.

= El FIV decrece a medida que aumentamos el parametro A y, por lo tanto, el grado de
multicolinealidad va disminuyendo.

= Si nos quedamos con A = 0,5, ya que es primer valor en el que los FIV presentan valores por
debajo de 10, la estimacion de los coeficientes refleja que:

e cuando TI6 aumenta un 1%, manteniendose TI9 constante, TI12 aumenta un
1,08519 %.

e cuando TI9 aumenta en un 1% y se mantiene constante TI6, TI12 aumenta un
0,354598 %.
4.1.2. Aplicacion de la regresion cresta

Siguiendo Marquardt [5], el modelo aumentado, véase expresion (19), que se ha utilizado para la
regresion cresta es el siguiente:

TI124 = 8o + 1 TI6 4 + B2 TI94 + uy. (33)
Los resultados obtenidos al estimar dicho modelo se muestran en el Cuadro 3. Se puede observar

que:
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» El coeficiente de determinacién (R?) y la significacion global disminuyen a medida que
aumenta el parametro k, lo cual puede provocar problemas a la hora de validar el modelo.

» La significaciéon individual (t.p,;) también decrece para las dos variables independientes de
manera que los coeficientes de las dos variables explicativas dejan de ser significativamente
distintos de cero.

= En este modelo nos quedamos con un valor de £ = 0,03, ya que es el primer valor en el que
los FIV presentan valores por debajo de 10 (véase Cuadro 4). En este caso, no tiene sentido
interpretar los coeficientes obtenidos, debido a que no son significativos individualmente.

En el Cuadro 4 se muestran los FIV calculados para la estimacion cresta a partir de las
expresiones (23) y (2) dadas por Marquardt [5] y Zhang e Ibrahim [12], respectivamente. Los
FIV decrecen a medida que aumentamos el pardmetro k, llegando a mitigar el problema de
multicolinealidad; pero como hemos comentado, provocando otros efectos adversos. Ademas se
observa que, siguiendo los calculos de Marquardt, se pueden obtener FIV menores que 1, lo cual va
en contradiccion con la definicion dada en (2).

4.1.3. Aplicaciéon de la regresiéon con variables ortogonales

Para sacarle el mayor partido posible a la regresiéon ortogonal, vamos a proceder a ortogonalizar la
variable TT9. De esta forma, se va a poder analizar el efecto del tercer trimestre sobre la variable
dependiente, TI12; es decir, del séptimo, octavo y noveno mes, ya que ésta es la parte de TI9 que
no esta relacionada con TI6. Para ello, debemos plantear la siguiente regresioén auxiliar:

TI9 = o + 1 TI6 + w, (34)

ya que sus residuos, e, se interpretan como el tercer trimestre al ser la parte de TI9 que no tiene
relaciéon con TI6.

Si sustituimos en el modelo (29) la variable LT9 por los residuos de la regresion auxiliar, se
tiene el modelo con variables ortogonales:

TI12 = 3y + 51 TI6 + [Boe + u, (35)
cuya estimacion por MCO se muestra en el Cuadro 5. Se puede observar que:

= El coeficiente de determinacion (R?) y la significacion global del modelo permanecen
inalteradas con respecto a la estimacién por MCO del modelo (29) (véase Cuadro 1).

= Kl coeficiente de la variable ortogonalizada, TI9, también permanece igual al del modelo
estimado por MCO; sin embargo, la estimacion de la otra variable, TI6, si sufre cambios
(véase Cuadro 1).

= Los coeficientes de las variables explicativas son significacivamente distintos de cero
(t experimentales igual a 32,5 y 3,191, respectivamente). El modelo es significativo
globalmente.

= La estimacion de los coeficientes refleja que cuando TI6 (los dos primeros trimestres) aumenta
un 1%, TI12 aumenta un 1,53098 %. En el modelo original es un 0,8622 % (véase Cuadro 1).
Al aislar los dos primeros trimestres, su efecto sobre TI12 practicamente se duplica. Por otra
parte, cuando e aumenta en un 1% (el tercer trimestre), TI12 aumenta un 0,531898 %.
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= Como las variables independientes son ortogonales entre si (los FIV asociados toman el valor
1), el problema de multicolinealidad ha sido eliminado. Ademas, dicha ortogonalidad implica
que en este modelo realmente se verifique el ceteris paribus; es decir, cuando aumenta TI6 se
verifica que e permanece constante y viceversa.

= La estimacion de las variables inalteradas coincide préacticamente con la obtenida para las
mismas variables cuando se aplica la regresion alzada para valores altos de A (véase Cuadro
2).

5. Conclusiones

En el presente trabajo, en primer lugar se ha realizado una recopilacién bibliografica sobre técnicas
de estimacion alternativas a los minimos cuadrados ordinarios cuando en el modelo de regresiéon
hay multicolinealidad grave. Més concretamente, se han estudiado los métodos de alzado, cresta y
variables ortogonales obteniéndose que:

» En la regresion alzada se mantienen inalterados tanto el coeficiente de determinacion (R?)
como la significaciéon global del modelo (Fiy,) con respecto a la estimaciéon por MCO. La
significacion individual (feyp) de la variable alzada tampoco sufre cambios; sin embargo, la
significacién individual de las variables que permanecen intactas si varia, lo que puede ser
positivo para el modelo si se consigue que los coeficientes que no eran significativamente
distintos de cero pasen a serlo.

= En la regresion cresta, el coeficiente de determinacion (R?) y la significacion conjunta (Fry,,)
decrecen a medida que aumenta el parametro k, lo cual es un aspecto negativo para el modelo,
pues con el fin de mitigar el problema de multicolinealidad de las variables podemos incurrir en
un modelo no valido. En el caso de la significacion individual (t.y;), esta cambia con respecto
a las estimacion por MCO vy, al igual que en el caso anterior, esto puede ser positivo si se
consigue que los coeficientes sean significativamente distintos de cero.

= La regresion con variables ortogonales, al igual que la alzada, mantiene el coeficiente de
determinacion (R?) y la significacion global (F,,,) sin cambios con respecto a la estimacion
MCO. La variable ortogonalizada mantiene inalterada la significacién individual (teyp), asi
como el coeficiente estimado y su desviacion tipica estimada correspondiente. La significacion
individual de las demés variables si que sufre cambios. En el caso de un modelo con dos
variables explicativas, la multicolinealiad es eliminada. Ademas, la nueva interpretacion de la
variable ortogonalizada puede servir para dar respuestas no accesibles con el modelo original.

En segundo lugar, se han aplicado los resultados anteriores a un conjunto de datos reales. Se
observa que:

= Hemos visto de forma empirica que la regresion con variables ortogonales es el limite de la
alzada cuando A\ tiende a infinito. Luego, para valores de A razonablemente altos, ambas
técnicas de estimaciéon pueden proporcionar resultados similares.

= La regresion con variables ortogonales y alzada son preferibles a la regresion cresta, ya que las
primeras no alteran tanto el modelo de partida y la tltima puede llegar a “destrozarlo”’. Esta
es una cuestion importante ya que la regresion cresta ha sido universalmente usada cuando
en el modelo ha existido multicolinealidad grave.
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Marquardt [5] Zhang e Ibrahim [12]
k TI6 TT9 TI6 TI9
0.01 | 10,568020 10,568020 | 14,949795 14,949795
0,02 | 6,437767  6,437767 | 11,747760 11,747760
0,03 | 4,367304  4,367304 | 9,724347 = 9,724347
0,04 | 3,183468  3,183468 | 8,330125 _ 8,330125
0,05 | 2443372 2443372 | 7,311231  7,311231
0,06 | 1,049742  1,049742 | 6,534182  6,534182
0,07 | 1,603892  1,603892 | 5922079  5,922079
0,08 | 1,352013 1,352013 5,427502 5,427502
0,09 | 1,162733  1,162733 | 5,019616  5,019616
0,1 1,016761 1,016761 4,677505 4,677505
0,2 | 0,4506237 0,4506237 | 2,938800  2,938800
0,3 | 0,3065038 0,3065038 | 2,277991  2,277991
0,4 | 0,2426567 0,2426567 | 1,932521 1,932521
0,5 | 0,2054679 0,2054679 | 1,721608  1,721608
0,6 | 0,1801438 0,1801438 | 1,580335  1,580335
0,7 | 0,1611913 0,1611913 | 1,479668  1,479668
0,8 | 0,1461387 0,1461387 | 1,404683  1,404683
0,9 | 0,1337086 0,1337086 | 1,346932  1,346932
1 0,1231677 0,1231677 | 1,301279  1,301279

Cuadro 4: FIV de la estimacién cresta del modelo de rendimientos del tesoro

Término independiente TI6 e R? F de ANOVA (2,34)
0,000510643 1,53098 0,531898 | 0,969096 533,0873
(0,000208635) (0,0471128) | (0,16668)

Cuadro 5: Estimacion con variables ortogonales del modelo de rendimientos de las letras del tesoro
(entre paréntesis las desviaciones tipicas estimadas)
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= Sin embargo, no queda clara la preferencia entre la regresion alzada y con variables ortogonales.
Seguramente el investigador deba decidir cual usar dependiendo de las caracteristicas del
modelo que desea analizar.

= La regresion con variables ortogonales es de especial interés independientemente de que exista
el problema de multicolinealidad en el modelo de regresién ya que puede ser usado en casos
concretos donde el investigador quiera dar respuesta a preguntas que no se pueden contestar
mediante el modelo original.

Finalmente, hay dos cuestiones no abordadas en este trabajo:

= Por un lado, no se han establecido criterios sobre las variables que se han de alzar u
ortogonalizar. Esta decisiéon depende de diversos factores y el investigador debe tomarla
dependiendo del modelo con el que trabaje en cada caso. Asi por ejemplo, son variables
candidatas a ser transformadas, aquellas cuyos coeficientes sean significativamente distintos
de cero inicialmente (ya que esa caracteristica no cambiard) o que tenga un mayor FIV. En
la regresion ortogonal hay que buscar también que los residuos de la regresion auxiliar usada
tengan sentido. Asi, por ejemplo, en este trabajo se ha decidido ortogonalizar la variable TI9
ya que es la que permite establecer una interpretacion coherente de los residuos. También se
ha alzado esta variable para comparar los resultados proporcionados por ambas técnicas para
valores altos de A.

= Por otro lado, tampoco se han comentado posibles criterios para determinar cuales son los
valores 6ptimos de k y A. Siguiendo a Garcia et al. [3], se ha considerado el primer valor de &
v A que tienen un FIV asociado menor que 10.
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