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RESUMEN

Este articulo propone un modelo aleatorio en tiempo continuo para calcular
el indice de pérdidas desencadenante de los bonos sobre catastrofes a partir
de la cuantia declarada de siniestros hasta el momento de su vencimiento.

Bajo la hipdtesis de que la cuantia total de una catéastrofe se define
como la suma de la cuantia declarada de siniestros y la cuantia de sinies-
tros pendiente de declarar, modelizamos la dindmica lineal decreciente de
esta ultima cuantia mediante un proceso browniano aditivo o proceso de
Ornstein-Uhlenbeck. La cuantia declarada de siniestros, entonces, se obtiene
por diferencia entre la cuantia total de los siniestros y la cuantia de siniestros
pendiente de declarar.

Finalmente, se comprueba la validez del modelo propuesto estimando
sus parametros fundamentales y contrastando la bondad del ajuste realiza-
do sobre una muestra de series de datos de seis inundaciones ocurridas en
diferentes localidades espanolas propensas a sufrir este tipo de catastrofes.
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Pricing Loss Index Triggered Cat Bonds. An
Ornstein-Uhlenbeck Process-Based Model

ABSTRACT

This paper develops a continuous-time random model of loss index triggers
for cat bonds on the basis of the loss amount incurred until their matu-
rity. Assuming that total loss amount due to a catastrophe is defined as
the sum of the incurred loss amount plus the incurred-but-not-yet reported
loss amount, we model the decreasing linear dynamics of the latter amount
by means of an additive Brownian process (or Ornstein Uhlenbeck process);
and get the former by the difference between the total loss amount and the
incurred-but-not-yet-reported loss amount. Finally, we test the validity of
the model by estimating its core parameters and by contrasting the goodness
of fit through a data series of six floods occurred in several Spanish cities
prone to suffer such kind of catastrophes.

Keywords: catastrophe bonds; incurred-but-not-yet-reported loss amount;
incurred loss amount; claim reporting rate; loss index trigger; Ornstein-
Uhlenbeck process.
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1. Introduccion

Los bonos sobre catéstrofes son activos financieros que condicionan su cobertura a la ocurrencia de un
determinado desencadenante (trigger) establecido en el momento de la emision. La seleccién de este
desencadenante se realiza en funcién de los riesgos cubiertos y la forma en que se estructure el
proceso de indemnizacion, tratando, desde el punto de vista del inversor, de maximizar su
transparencia y, desde el punto de vista del patrocinador, de minimizar el riesgo de base o de cobertura
insuficiente. Por esta razén, a lo largo del tiempo, los desencadenantes utilizados en los procesos de
titulizacion del riesgo asegurado han ido variando desde los desencadenantes iniciales de
indemnizacién y de indices paramétricos a la tendencia actual de indices de pérdidas sectoriales (o
indices de pérdidas de la industria aseguradora). Ello se debe, basicamente, a que, frente a la estructura
apoyada en los libros de contabilidad del desencadenante de indemnizacion, los desencadenantes de
indices de pérdidas son mas simples de comprender para el inversor y reducen el riesgo moral.
Ademas, desde el punto de vista del asegurador, evitan que mucha de su informacién cercana a la
confidencialidad se haga publica. Sin embargo, el principal inconveniente de este sistema de
estructuracion de los bonos sobre catastrofes deriva de utilizar indices pobremente desarrollados que

no representen fielmente las pérdidas de la industria y generen riesgo de base.

Un aspecto relevante en el andlisis, tanto tedrico como practico, de estos instrumentos
financiero-actuariales con desencadenantes de indices de pérdidas, es su tarificacién a lo largo de un
horizonte temporal determinado. Desde un enfoque exclusivamente actuarial, para fijar el precio de un
producto de seguros, tradicionalmente se trabaja con las hipétesis de la Teoria Clésica del Riesgo, que
suponen las cuantias individuales de los siniestros como variables aleatorias independientes y
equidistribuidas. Ademas, la prima se obtiene aplicando el principio de mutualidad a partir del cual los
riesgos se distribuyen entre toda la masa asegurada; de forma que, en promedio, los errores se
compensan y la esperanza matemadtica de la siniestralidad total, o prima pura, es suficiente para llevar
a cabo la cobertura. Sin embargo, este procedimiento de determinaciéon del precio del seguro es
incongruente con la valoracion realizada en los mercados financieros, en los que la cuantificacion de
los activos derivados se obtiene, evitando las oportunidades de arbitraje, mediante la réplica de
carteras formadas por activos simples cuyos resultados son iguales, en todo momento del periodo de
negociacion, al del activo derivado objeto de valoracién. La tarificacion de los bonos sobre catdstrofes
en este contexto requiere la definicion de un modelo que permita calcular la evolucién temporal de la
cuantia total de las pérdidas derivadas de una catdstrofe y, por tanto, de la ratio de siniestralidad

subyacente de este tipo de contratos.

Diversos autores se han ocupado de esta cuestion. Cummins y Geman (1995) y Geman y Yor,
(1997) desarrollan modelos de valoracién de opciones y futuros sobre riesgos catastréficos basados en

dos hipétesis: por una parte, utilizan procesos geométricos de Wiener para describir la declaracion
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instantanea de los siniestros y, por otra, procesos de Poisson, que incorporan al modelo la posibilidad
de ocurrencia de grandes catdstrofes. Aase (1999, 2001) modela la dindmica del indice de pérdidas a
través de un proceso de Poisson compuesto con saltos aleatorios para valorar futuros y opciones sobre
futuros sobre catdstrofes como caso particular del modelo desarrollado por Embrechts y Meister
(1997), que representa el comportamiento del subyacente mediante una mixtura de procesos de
Poisson compuestos y una frecuencia de siniestralidad aleatoria. Loubergé et al. (1999) aplican el
modelo de valoracién de opciones sobre catdstrofes desarrollado por Cummins y Geman (1995), para
calcular el precio de un bono catastréfico cuyo desencadenante es un indice de pérdidas de la industria
aseguradora. Lee y Yu (2002) incorporan el riesgo de crédito en la valoracién de los bonos
catastréficos a través de un movimiento geométrico browniano asi como factores practicos asociados
al azar moral y al riesgo de base. Cox y Pedersen (2000) proponen un método de célculo del precio de
un bono sobre catdstrofe en mercados incompletos a partir de la definicién de una determinada
estructura temporal de los tipos de interés y de una estructura de probabilidades de ocurrencia del
riesgo catastréfico. Muermann (2003) utiliza la modelacién del indice de pérdidas desarrolla por Aase
(1999) para realizar una valoracion, consistente en términos actuariales, de las opciones y futuros
negociados en el Chicago Board of Trade (en adelante, CBOT) durante la década de los 90 del siglo
pasado. Nowak y Romaniuk (2013) aplican modelos de ETTI (tipos de interés spot libres de riesgo)
bajo la hipétesis de que la ocurrencia de la catastrofe es independiente del comportamiento de los
mercados financieros. Finalmente, Zong-Gang y Chao-Qun (2013) consideran un entorno de tipos de
interés estocasticos para describir las pérdidas catastréficas a través de un proceso de Poisson

compuesto no homogéneo.

Esta revisién de la literatura financiero-actuarial pone de manifiesto el uso frecuente del
movimiento geométrico browniano para modelar el comportamiento del indice de pérdidas
desencadenante de los derivados vinculados a seguros en general y, dentro de este tipo de activos, de
los bonos sobre catdstrofes en particular. Trabajar bajo esta hipétesis lleva a asumir un crecimiento
exponencial, en promedio, de la declaracion de siniestros instantdnea; mientras que lo que revela la
evidencia empirica es que dicho crecimiento tiende a ser uniforme en el tiempo. En Cummins y

Geman (1995), se asume ademads, que esta tasa es discontinua al introducir el proceso de salto debido a

las grandes catastrofes en la definicién de S(t)§ en Geman y Yor (1997), la introduccién de las

grandes catdstrofes se hace en la definicién del indice de pérdidas, L(t), directamente. Este

planteamiento agregado en cuanto al comportamiento de la velocidad de declaracién de los siniestros
no se corresponde con una distribucién mas o menos uniforme de la ocurrencia de los mismos dentro
de un intervalo temporal concreto, pues es dificil entender que el proceso de agregacion siniestral sea

exponencial y no lineal.
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Para resolver estas inconsistencias, Alegre et al. (2003) desarrollan un modelo aleatorio en
tiempo discreto que modela el comportamiento del indice de pérdidas subyacente de los futuros y
opciones sobre riesgos catastréficos negociadas en el CBOT, a partir de la definicién de la cuantia
total de una catdstrofe como la suma de dos variables aleatorias, la cuantia declarada de siniestros y la
cuantia de siniestros pendiente de declaracién, limitando la posibilidad de ocurrencia de catastrofes a
una por periodo. Para reflejar la incertidumbre del ritmo de las declaraciones en el tiempo, se define
un proceso estocdstico discreto formado por variables aleatorias de Bernoulli, denominadas tasas
nominales de declaraciéon de siniestros, que permiten simular periddicamente dos velocidades de
declaracién de siniestros, una rdpida y otra lenta. Finalmente, los autores demuestran que, dividiendo
infinitamente los periodos de observacion, el modelo discreto aleatorio tiende a un modelo continuo

basado en un proceso de Wiener.

Posteriormente, Pérez-Fructuoso (2008, 2009) realiza una extensién al campo continuo del
modelo discreto aleatorio anterior asumiendo que la dindmica de la cuantia de siniestros pendiente de
declarar sigue un movimiento geométrico browniano representativo de un decrecimiento temporal de
esta variable a razén de una funcidén real de variable real, denominada tasa de declaracion de
siniestros, para la cual se proponen tres definiciones alternativas: constante, asint6tica y mixta. Para el
caso de una tasa de declaracién de siniestros constante (tasa instantinea de declaracion de siniestros),
la cuantia declarada de siniestros, variable fundamental para el célculo del indice de pérdidas en caso
de ocurrencia de una catastrofe, se obtiene entonces facilmente como diferencia entre la cuantia total

de la catastrofe y la cuantia de siniestros pendiente de declarar.

Con el objetivo de desarrollar una modelizacion mds ajustada del indice de pérdidas por
catastrofes desencadenantes de los bonos sobre catastrofes, en este articulo se presenta una definicion
alternativa para la dindmica de las declaraciones de siniestros basada en un proceso de Ornstein-
Ulhenbeck. La incorporacién de un movimiento browniano aditivo a través del proceso de Ornstein-
Ulhenbeck permite considerar la irregularidad de las declaraciones de siniestros de forma constante en

el tiempo y no proporcional a la cuantia de siniestros pendiente de declarar.

La estructura del articulo es la siguiente. Tras la presentacion de las hipdtesis basicas sobre las
que se modela la ocurrencia de las catdstrofes y la declaracién de los siniestros y describir las
expresiones mds relevantes obtenidas en el modelo original, la Seccién 3 presenta las soluciones de las
variables “cuantia declarada de siniestros” y “cuantia de siniestros pendientes de declarar” cuando la
dindmica de ésta dltima se representa mediante un proceso de Ornstein-Ulhenbeck. En la Seccién 4, se
calcula el indice de pérdidas por catastrofes a partir de los resultados obtenidos en la seccidn anterior.
En la Seccidén 5, se realiza una validacién del modelo propuesto a través de la estimacion de los

pardmetros del modelo original y del modelo de Ornstein-Ulhenbeck y de la comparacién de los
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resultados obtenidos en ambos casos. Y finalmente, la Seccion 6 presenta las principales conclusiones

alcanzadas con la realizacion del articulo.

2. Revision del modelo original de elaboracion del indice de pérdidas
2.1. Hipotesis sobre la ocurrencia de catastrofes

Siguiendo a Pérez-Fructuoso (2008), se considera que [0,7] < [0,77] es el periodo de riesgo del bono

sobre catéstrofes, tal que 7”>T es la fecha de vencimiento o amortizacién del contrato y 7€ [0,T] el

momento en el que se produce la catdstrofe cubierta con la emision del bono.

Se define Kfi como la variable aleatoria que representa la cuantia total de la catistrofe de
intensidad i ocurrida en el momento 7 con i=1, 2, 3 de forma que: i=1, si la catastrofe ocurrida es de

pequefia cuantia; i=2, si es de cuantia media; e i=3, si es de gran cuantia (Alegre et al., 2003).

Finalmente, se introduce en el modelo una variable indicador, 51’, cuyo valor es 0 si no se

produce la catdstrofe cubierta en el bono en un momento 7€ [0,7], o 1 en otro caso.

2.2. Hipoétesis sobre la declaracion de siniestros. Principales soluciones del modelo original

En el modelo original desarrollado por Pérez-Fructuoso (2008), se asume que el proceso de
declaracion de los siniestros asociado a la ocurrencia de una catastrofe se inicia en el mismo instante

en el que ésta se produce y se extiende hasta el momento del vencimiento del bono, 7”. Entonces, para

un momento de valoracién t € (7,7°] = [0,T7], se define la cuantia total de la catdstrofe ocurrida en el

momento 7, K;, como la suma de dos variables aleatorias:
Ki=Si()Ri() (1)

donde S!(t) es la cuantia declarada de siniestros y R!(f) la cuantia de siniestros pendientes de

declaracion ambas referidas al momento de valoracion t.

A partir del andlisis de la evidencia empirica, se considera como hip6tesis fundamental del
modelo que la intensidad en la declaracién de los siniestros es muy elevada inmediatamente después
de la ocurrencia de la catastrofe y va disminuyendo con el tiempo hasta anularse cuando ya no quedan
mas siniestros por declarar. Como consecuencia de ello, y en una primera fase de construccién del
modelo, se representa la siniestralidad instantdnea a través de una ecuacion diferencial que describe un
crecimiento de la cuantia de siniestros declarada proporcional a la variable cuantia de siniestros

pendiente de declarar:

dsi(t)= R (t)dt (2
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. , . . . . . 2 3
siendo ¢, un valor constante denominado tasa instantdnea de declaracion de siniestros con @, > Q;

y @) —>oo.
Las variables R!(t) y S!(t) estdn sujetas a las siguientes condiciones de contorno:

(a) Condicion de contorno inicial, ¢ =7: si el momento de valoracién del bono coincide

con el momento de ocurrencia de la catastrofe:
R()=K_y 5,()=0,
la cuantia de siniestros pendiente de declaracion coincide con el volumen total de la

catdstrofe y, consecuentemente, la cuantia la cuantia declarada de siniestros es cero.

(b) Condicién de contorno final, 7 — o: si la valoraciéon del bono se produce en un
momento lo suficientemente alejado de la ocurrencia de la catastrofe (tiende a

infinito):
limR(1)=0y limS!(t) =K,
1—> o0 t—> oo

las pérdidas asociadas a la catastrofe ya se han declarado en su totalidad y, por tanto,

ya no queda ningtn siniestro pendiente de declarar.

Diferenciando la ecuacién (1), resulta:
ds(t)=—dR!(t)dt (3)
y substituyendo en la ecuacidn (2), dS;(t) por el resultado obtenido en la expresion (3), se obtiene la

ecuacion diferencial que describe la evolucién de la cuantia de siniestros pendiente de declarar, R; (t),

como:
dR(t) =—a'Ri(t)dt “4)

Para capturar el comportamiento irregular de las declaraciones de siniestros catastréficos a lo
largo del tiempo, se introduce un proceso de Wiener en la ecuacién (4) dando lugar a la siguiente

ecuacion diferencial estocastica (Pérez-Fructuoso, 2008, 2009):
dR!(t)=—aRi(t)dt + oR.(t)dW (t — 1) Vte [r,T] 6))

siendo 05; la tasa instantdnea de declaracidn de siniestros, que representa la tendencia del proceso; 0;
una constante que indica la volatilidad del proceso; y WTi(t—T) un proceso de Wiener estandar

asociado a la catéstrofe del tipo i ocurrida en el momento 7.
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La ecuacién diferencial (5) se resuelve aplicando el lema de Itd a la transformacion

y=In R;(t) (Arnold, 1974), de donde, considerando las condiciones de contorno (a) y (b), se obtiene:

i\
al +(0-;) }(r—r)ﬁ-oéw," (t-7)

Ri(t)=Kle [ (6)

La cuantia declarada de siniestros hasta ¢, S;(t), se deriva facilmente como diferencia entre la
cuantia total de la catdstrofe y la cuantia de siniestros pendiente de declarar, substituyendo (6) en la
ecuacién (1), que establece la relacion entre las variables R!(¢) y S:(¢); esto es:

, @)

i +2}(t—r)+aéwr[ (t-7)

$@=@—M@=K1%[ )

y sin necesidad de definir una ecuacién diferencial estocéstica para describir su dindmica.

3. Variaciones del modelo original. E1 modelo de Ornstein-Uhlenbeck

En el modelo original, cuando incorporamos la irregularidad en el comportamiento de Ilas
declaraciones de siniestros en el tiempo, asumimos que su intensidad es proporcional a la cuantia de
siniestros pendiente de declarar y lo representamos mediante un movimiento browniano geométrico.

El proceso de Wiener introducido en el modelo recoge las diferencias en la intensidad de declaracion
de siniestros ya que se considera que cada catdstrofe tiene caracteristicas propias no explicitadas en el

modelo. Sin embargo, perturbar la tasa de declaracién de siniestros con un ruido blanco amplificado
por (7; puede dar lugar a valores de dicha tasa negativos, lo que provocaria un crecimiento temporal

de la cuantia de siniestros pendiente de declarar, R;(t), debido a la variacién inversa definida para

dicha variable. Esto puede suceder cuando, después de realizadas las declaraciones de siniestros, la
tasacion de los peritos dé lugar a valoraciones de pérdidas inferiores a las estimadas inicialmente. Por

ello, la incorporacién de la aleatoriedad mediante un proceso de Wiener tinicamente es valida para

valores de (7; tales que la probabilidad de que la cuantia de siniestros pendiente de declarar sea

creciente, es practicamente despreciable.

Para solventar esta posible contradiccién en el modelo original, consideramos en este articulo
que la irregularidad de la intensidad en la declaracién de los siniestros es constante en el tiempo y, por
tanto, no depende de la cuantia de siniestros pendiente de declarar. Este hecho queda reflejado
introduciendo un proceso de Wiener en la ecuacién (4) mediante un movimiento browniano aritmético

en lugar de uno geométrico, dando lugar a la siguiente ecuacién diferencial estocdstica:
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dR(t)= aR.(t)dt + o:dW,(t — 7) ®)

Este tipo de proceso gaussiano se conoce como proceso de Ornstein-Uhlembeck y su solucién

puede obtenerse a través del cdlculo de Itd. Para ello, construimos un polinomio de Taylor de la

funcién f(Zt,t), donde Z, es un proceso de It6 de la forma dZ, =a,dt+b,dW,, dt —0,y

detenemos su desarrollo en 0(dt):

df(Z,,t)=%”t)dZ, +%”I) ; I, )(d 7,) +L
(%( t, )( dt+b,dW,)+ dC(gt”t)dt ; &2];(22” )(a,dt+b,dW,)2 +L
ng” )( dt+b,dW,)+ dC(gt”t)dt ; &2];(22[, )b2 +o(dt) v
=(a, J{%”L J(gf”) b; ; azj;(zi”t) dt+b, ((; )dW
Utilizamos (9) para aplicar el proceso de 1td en (8) con la funcion f (R:(r).t)= Ri(t)e™"
d(RA(D)e™ )= (CaRI(D)e™" + dRI(D)e™ Yt +0e ™ dW (1 — 7) = 0%e™'dW (¢t — 7) (10)

Integrando entre 0 y #-7ambos lados de la igualdad y considerando la condicién de contorno

inicial establecida en la Seccién 2, la expresion de la cuantia de siniestros pendiente de declarar,

R!(t), en este caso es:

_ .y o .
Ri(1)=Kie ™\ 4 gle7* (0 I " dW/(s) (11)
0

A partir de este resultado, la cuantia declarada de siniestros hasta ¢, S;(t), se obtiene de forma

simple, substituyendo (11) en la ecuacidn (1) y operando:

» o e .
Si(t)=K! - (K;e"”é (=9 4 gl (=) J. e dW! (s)j =
t_i (12)
_ K;(l D )_ O_;'e-a;(z-r) J ea;deTi (s)
0

R;(t) €S un proceso gaussiano cuyos momentos principales, media y varianza, resultan:
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E[Ri(1)]=Kle ™
Var[Ri(t)|=E [R;’(t) - E(R;’(t))]2 = E{a;'eai =9 Te“ifdw;' (s)}2 -
0
= (a;)zez"i"ﬂE[Tez”?‘ (aw; (s))zj = (o;')zez”‘?(">Eﬁre2“?‘dsJ =
0
- (a’) G > (m L) 1)_ ( ) (1 2 (1= r))

y, por tanto, R; (¢) sigue una distribucién normal de pardmetros:

i i —ai(t-t (0;)2 20! (1-1)
Ri(t)= N| Kie ),2—04.(1—(; 221 )) (13)

4. Determinacion del indice de pérdidas por catastrofes en el modelo de

Ornstein-Uhlembeck

Un indice de pérdidas por catdstrofes se define como el cociente entre la cuantia total de pérdidas
asociadas a una o varias catdstrofes ocurridas a lo largo de un determinado periodo de tiempo y un
valor constante cuya definicién depende del tipo de indice utilizado. Este indice permite cuantificar la
magnitud de las declaraciones de siniestros que se esperan en la industria aseguradora después de la

ocurrencia de una o varias catastrofes.

Los bonos sobre catdstrofes que utilizan indices de pérdidas como desencadenantes de las
indemnizaciones s6lo consideran, para la elaboracién de dichos indices, la ocurrencia de una catéstrofe
durante el periodo de riesgo y, a la hora de realizar los pagos, se basan en el valor que el indice de
pérdidas utilizado alcance en el momento del vencimiento del contrato, T . Por tanto, el valor del

indice al vencimiento del bono 7" puede definirse como:

=15:(T") (14)

LI(T)= 5. x
()= =1

cte

Substituyendo en (14) S;(T') por su expresion dada en la ecuacién (12), el valor de dicho

indice tiene la siguiente expresion:

T ' , . e TP A
Li(r)=5,x ) ’ix[K;(l—e‘“f” ol | e“ffdwxs)J (15)
te  cte 0
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Resulta evidente que LI(T”) es aleatorio porque S.(7”) es una variable aleatoria: a priori, en

el momento de la emision del bono, se desconoce si se va a producir la catdstrofe cubierta en el mismo
y, por tanto, se ignora el momento de su ocurrencia y la cuantia de los dafios asociados a dicha

catdstrofe.

A continuacidn, se analiza como se va modificando la distribuciéon de probabilidad del indice
de pérdidas cuando, en lugar de realizar la valoracién en el momento de la emisién del bono, se
alcanza un instante fe€ [’L’,T’] y se incorpora la informacién disponible sobre las declaraciones
siniestrales realizadas hasta ese momento. Para ello, se define una nueva variable aleatoria
condicionada, LI (T")=LI(T’)/F,, que representa la cuantia total de las pérdidas declaradas hasta
T, siendo F, una filtracién que representa la posible historia de declaraciones de siniestros realizadas

durante el intervalo [7,].

Para obtener LI (T")=LI(T")/ F,, se calcula, en primer lugar, la cuantia total de
declaraciones de pérdidas en cualquier momento ¢ € [7,T°], LI(t), que es el condicionante de LI(T”)

(es decir LI(t) = F)), resultando:

S(T) 6. : ; NI T
LI(T) =6, x 5 _ 4 {K;(l —e D )— ole P f e dw;, (s)J (16)
' cte cte 0

Determinado LI(7), se introduce en la variable LI(T”) dando lugar al siguiente valor del

indice condicionado:

i T &t
LI'(T)= @/r) [L(t)+ (ki/F, )(1 — e T )— Gle T [ gy (s)} (17)
C -7

te

A partir de esta expresion, el precio del bono sobre catastrofes en un momento 7 de su periodo
de negociacién puede calcularse aplicando la teoria general de valoracion de opciones —véase, por

ejemplo, Loubergé et al.(1999) o Pérez-Fructuoso (2008) —.

5. Validacion del modelo. Estimacion de los parametros y comparacion de

los modelos original y de Ornstein-Ulhembeck
En la aplicacién practica del modelo tedrico desarrollado para determinar un indice de pérdidas por
catastrofes desencadenante de los bonos sobre catéstrofes, los principales parametros a estimar son la

tasa de declaracion de siniestros y la volatilidad incorporada mediante el proceso de Wiener en el

modelo original y a través del proceso de Ornstein-Ulhembeck en el modelo alternativo. Para ello, se
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dispone de datos sobre el porcentaje de siniestros pendiente de declarar, acumulado semanalmente, en
6 inundaciones ocurridas en distintas regiones de Espafia en las que este tipo de sucesos se producen
con elevada frecuencia': Alcira (01/10/1991), San Sebastidn (23/06/1992), Barcelona (14/09/1999),
Zaragoza (20/10/2000), Valencia (20/10/2000) y Murcia (20/10/2000).

Semana | Alcira | San Sebastian | Barcelona | Zaragoza | Valencia | Murcia

0 100 100 100 100 100 100
1 84,94 88,08 90,68 60,11 97,54 88,46
2 53,65 36,04 68,38 56,91 80,18 75,55
3 34,96 23,67 50,68 383 60,15 48,7
4 24,05 16,68 41,42 29,79 43,16 31,13
5 18,86 12,29 31,58 234 31,96 21,41
6 13,36 9,94 25,43 19,15 27,55 15,78
7 10,53 8,72 19,56 18,09 19,54 11,27
8 8,04 7,76 16,68 15,43 15,29 8,71
9 6,94 6,8 13,28 15,43 14,76 8,24
10 5,23 5,78 10,54 10,64 14,7 6,57
11 4,08 5,18 8,15 6,91 11,06 5,36
12 3,71 4,33 6,8 3,72 8,46 4
13 3,56 3,45 6,13 3,72 6,98 3,38
14 2,6 2,69 341 2,66 6,21 2,6
15 1,75 1,81 341 2,66 5,17 2,8
16 1,3 1,59 2,61 1,6 4,22 2,29
17 0,77 1,39 1,81 1.6 35 2,25
18 0,29 1,16 1,26 1,6 2,72 2,14
19 0,0 0,96 0,56 0 2,26 1,67
20 0,76 0,0 1,88 1,28
21 0,45 1,69 1,09
22 0,28 1,61 0,93
23 0,2 0,9 0,66
24 0,17 0,54 0,66
25 0,11 0,36 0,62
26 0,06 0,19 0,16
27 0,0 0,0 0,0

Tabla 1: Datos asociados a seis inundaciones ocurridas en Espafia

En el modelo original Rﬁ(z‘) es una variable aleatoria cuya distribucién depende de la
distribucién de probabilidad de la cuantia total de la catastrofe, K T’ Si realizamos la hipétesis, habitual
en la literatura actuarial, de que dicha cuantia es un valor constante —véase, por ejemplo, Cummins y
Geman (1995) o Geman y Yor (1997) —, la variable Ri(t) seguird una distribucién lognormal, siendo

los parametros de la distribucién normal asociada (Johnson et al., 1994):

N2
. (o .
InK' —| o+ ( 21) (t-1)oAt-1

con E [R;(t)] =Kle (™,

! Estos datos se han obtenido a través del Departamento Técnico y de Reaseguro del Consorcio de Compensacién de

Seguros.
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Sin embargo, considerando las propiedades de la distribucion normal asi como las

caracteristicas de los datos disponibles, es posible obtener una expresion mas apropiada para obtener
los estimadores de los pardmetros de los modelos analizados, ! y o, a partir de la cuantia de

siniestros pendiente de declarar en ¢ y en t-1, operando como sigue:

—[ai +(o-§ )2](I—T)+0'i wi(1-7) iy
’ 2 e i (o‘,) i
Ri (l‘) Kie —[a, + 5 J+a, wi (1)
Rl(;_l) = L (o‘i)z =e

v ot +;}(t—r—l)+0; wh (t—7-1)

K’AeL

T

R.(t)
R(t-1)

dispersion de la distribucién normal asociada:

Esto implica que sigue una distribucién lognormal, con pardmetros de tendencia y

In R;(t) 5 i @’( i)2

Ri(t-1) 2
Entonces, si definimos la variable X () como:

\2
o R z‘@ iV
X(t)——lnR;(t_1)~Na,+ 5 (o)) (18)

y aplicamos sobre este resultado el método de estimacién de maxima-verosimilitud, el estimador de la

tasa de declaracion de siniestros resulta:

(@), =X - (19)

donde X leX @y ((3';)2 ZLZ(X (t)—}_( )2 son, respectivamente, la media y la varianza
n' n

t=1

muestral.

La varianza muestral ha sido estimada a través de la cuasi-varianza muestral, ya que esta

dltima es un estimador insesgado de la primera:

s? :Lli(x(r)—)_()2 (20)
n—1,,
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Con los datos disponibles en la Tabla 1, calculamos en primer lugar la media muestral para

cada catéstrofe. Una vez obtenida dicha media, determinamos la cuasi-varianza aplicando la ecuacion

(20) y, finalmente, calculamos la tasa de declaracidn de siniestros, (&;)EMV, substituyendo los valores

obtenidos de la media muestral y la cuasi-varianza en la ecuacién (19). Los resultados derivados de

este proceso se muestran en las Tablas 2 y 3.

X @) (@),
Alcira 0,324613586 | 0,0422098269 | 0,3035086722
San Sebastidn | 0,28533003 | 0,0351605321 | 0,2677497687
Barcelona 0,27289414 | 0,0311010319 | 0,2573436251
Zaragoza 0,22973148 | 0,0434054683 | 0,2080287412
Valencia 0,240099621 | 0,0257693877 | 0,2281115136
Murcia 0,24760583 | 0,068754683 | 0,2132287838

Tabla 2: Estimadores para el modelo original

Alcira

N(0,324613586;0,0422098269)
N(0,28533003;0,0351605321)

San Sebastian

Barcelona N(0,27289414;0,031 1010319)

Zaragoza N(0,22973148;0,0434054683)
Valencia N(0,240099621;0,0257693877)
Murcia N(0,24760583;0,068754683)

Tabla 3: Distribuciones normales de X(¢) para el modelo original

En el modelo de Ornstein-Ulhemberk, R!(¢) es un proceso gaussiano definido en (13) como:
\2
_ RPN (A ,
i - i —a,(t-71) ( 7 _ 20 (1-17)
Ri(1)=N|Ke S (- )

A continuacion, obtenemos una expresion cerrada para los estimadores de los pardmetros tasa

de declaraciéon de siniestros y volatilidad en este modelo, aplicando el método de maxima-

verosimilitud. Para ello, en primer lugar determinamos la funcién de densidad de R!(#) condicionada

a R!(t—1) en un proceso de Ornstein-Ulhembeck:

(& 0-rE G-t )
v . ﬁ
1 , 2| g 200
FEO R )=en | T o) L

y, considerando que Ar =t —(t —1) =1, el logaritmo de la funci6n de densidad condicional resulta:
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= gﬁi@_eag)_tﬁ @Kﬂ—ﬂ@—ﬂéﬂi
2 @ )

A partir de esta expresion, sumando todas las funciones de densidad individuales para las n

In f (Ri(r) | Ri(t -1).,,0% )= ——1In2

observaciones, se obtiene la siguiente funcién log-verosimil:

nL(e0?)= Y in f(RIG) IR - 1) o) =
j=1

()
n n T —a;
:—Eln271'—§1 2a (1—6’ 2 )

1
T

2

)Z(R () -RG -1 )

()(1

Para obtener el estimador del pardmetro oj, derivamos la ecuacién (21) respecto de dicho

parametro e igualamos a cero:

ﬁlnL( )

Jo! —‘g ()(1 )Z(R(J) R (j—1)e ) 0 (22)

Operando en la expresion (22), el estimador méximo-verosimil de o, (6';)EMV resulta:
2 20 A i N
(G;)EMV = ai Z (Rr(])_ RT(] - 1)e ar ) (23)
n(l —e 7 ) j=1

Seguidamente, substituimos el estimador dado por la expresién (23) en la funcién

log-verosimil (21) para obtener la misma funcién, pero dependiente exclusivamente de «.:
; n no |1, , | n
InL(a))=——In27x——In| — D (R.(j)-R.(j —1)e ) |—— 24

El estimador maximo-verosimil de aﬁ, (&;)EMV se calcula derivando, en primer lugar, la

expresion (24) respecto a Oti e igualando a cero:
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dnL(es.0;) n

zi(R;(J-)_R;(J-_l)e—a KiG-1)
o SRO-RG-)

SRR ~1)- S (R G-1)Y e
=—pni2 = =0

> (R0)-RG-1e )

Entonces, resolviendo esta ecuacién para o, (. , resulta:
¢ v JEMV

0= Y RORG-1)- 2R -1 e
S RORG-)

Se ™ = - -
2RI -1)
j=t
2R(HR(-1)
& -d =

Z@Q%ﬁ

SRR -1)

i1

o (&;)EMV =—In = . 5
2(RG-1)

(25)

Por tanto, las expresiones de los estimadores maximo-verosimiles de los pardmetros del

modelo de Ornstein-Uhlenbeck son:
i n o 5 n . o
(aT)EMV =1 Z (RT(] - 1)) J - lr{z Rr(] )Rr(] - I)J y
Jj=1 j=1

@), =ﬁ§(&(»—&@—& )
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Los

resultados

obtenidos

para la estimacion de los

del modelo de

Ornstein-Uhlembeck en las seis inundaciones consideradas y el proceso gaussiano seguido por R;(t)

se muestran en las Tablas 4 y 5.

(a;)f"”v (O; )EMV €
Alcira 0,2990821063 | 16,3988925399
San Sebastian | 0,3858518171 | 52,6399850026
Barcelona 0,2068640449 | 9,2310979432
Zaragoza 0,3385379521 | 28,6902771354
Valencia 0,1773690288 | 14,8410725629
Murcia 0,2297645911 | 14,3896476717

Tabla 4: Estimadores para el modelo de Ornstein-Ulhemberk

Alcira N Qq‘ exp(-0,29908210631 }27, 4153688791 (1 —exp(~0,5981642126 t)))

San Sebastidn N (K,i exp(-0,38585181711 }68,21269548 14(1 —exp(—0,7717036342t)))

Barcelona N Qq’ exp(-0,2068640449r }22,31 19922743(1 —exp(-0. 4137280898[)))

Zaragoza N Q(," exp(-0.3385379521 } 42, 3737973252(1 —exp(—0,6770759041t)))

Valencia N (K;' exp(-0,17736902881 } 41, 8367080763(1 —exp(-0, 3547380577;)))
Murcia N Qq’ exp(~0,2297645911¢}3 1,3138930696(1 —exp(-0, 4595291821t)))

Tabla 5: Proceso gaussiano seguido Ri(t ) por para el modelo de Ornstein-Ulhemberk

Para contrastar la bondad del ajuste realizado y determinar qué modelo se ajusta mejor a la
realidad que queremos representa.r€realizamos una comparacién de los errores de los estimadores en
las 6 inundaciones disponibles para el modelo original y el modelo de Ornstein-Uhlenbeck mediante
un andlisis gréfico; véanse Figuras 1 a 12.

20 20

.« e
.
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Figura 1: Errores Serie Alcira modelo original Figura 2: Errores Serie Alcira modelo OU
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Figura 11: Errores Serie Murcia modelo original Figura 12: Errores serie Murcia modelo OU

Del analisis visual de los graficos de errores mostrados en las Figuras 1 a 12, podemos extraer

la siguientes conclusiones:

Los dos modelos desarrollados dan lugar a los mismos resultados en la serie de datos de

Alcira.

El modelo de Ornstein-Uhlenbeck parece ajustarse mejor que el modelo original en la

serie de datos de Barcelona.

No es posible concluir cudl de los dos modelos se ajusta mejor a los datos disponibles

sobre la inundacion ocurrida en Valencia.

Los errores para las estimaciones de la serie de datos de Murcia son mayores que los
errores que se producen en las tres series de datos analizadas anteriormente. A pesar de
ello, el modelo de Ornstein-Uhlenbeck parece presentar menores errores y por tanto seria

la mejor aproximacién a los datos reales disponibles.

La inundacién ocurrida en Zaragoza presenta unas caracteristicas algo diferentes al resto
de inundaciones analizadas. El proceso de declaracion de siniestros en este caso se vio
alterado por la ocurrencia, inmediatamente después de la catdstrofe original, de otras
inundaciones de menor intensidad lo que condiciond los datos disponibles, dando lugar a
mayores errores en las estimaciones realizadas sobre los valores reales. Por esta razon, el
andlisis grafico en este caso, pone de manifiesto que el modelo de Ornstein-Uhlenbeck se
ajusta mejor al principio del proceso declaracién; mientras que para las semanas finales

del mismo, el modelo original resulta mas fiable.

Finalmente, las predicciones sobre la inundacion de San Sebastidn producen los mismos
resultados que en el caso anterior. El modelo de Ornstein-Uhlenbeck se ajusta mejor al

principio y el modelo original al final del proceso de declaracién de siniestros.
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En resumen, para las series de datos de Alcira y Valencia, los dos modelos dan lugar a los
mismos resultados. Sin embargo, en el resto de series, el modelo de Ornstein-Uhlenbeck parece dar
mejores resultados (menores errores) que el modelo original. Para verificar estos resultados gréficos,
calculamos la raiz de la suma cuadrado de los errores para cada modelo (véase Tabla 6), a partir de la

siguiente expresion:

RSCE =+/SCE =

1< N
~2(-7)
i=1

donde Y es el valor observado e Y, es el valor estimado.

RSCE Modelo Original RSCE OU

Alcira 3,2541320138 3,3478729786
San Sebastidn 7,926406564 4,9404532812
Barcelona 4,3877716557 2,9974719773
Zaragoza 8,0230716144 5,5091970335
Valencia 5,2483780645 5,0638737475
Murcia 5,8600227682 4,9538378985
Media 5,7832970622 4,4687844861

Tabla 6: Valores de la RSCE para los modelos original y de Ornstein-Uhlenbeck

Como puede derivarse de los resultados obtenidos, el modelo de Ornstein-Uhlenbeck presenta
unos errores menores para todas las inundaciones consideradas, excepto para Alcira en la que el
modelo de Ornstein-Uhlenbeck tiene un error ligeramente superior al modelo original. En los casos de
San Sebastidn, Zaragoza y Murcia, los errores cometidos con el modelo original se reducen
considerablemente al realizar el ajuste con el modelo de Ornstein-Uhlenbeck. Podemos concluir, por
tanto, que el modelo de Ornstein-Uhlenbeck ajusta mejor que el modelo original la realidad

catastrofica que queremos representar.

6. Conclusiones

Para determinar el indice de pérdidas por catastrofes y proceder posteriormente a la valoracion del
activo derivado del que es subyacente, la mayor parte de los modelos precedentes —véase, por
ejemplo, Cummins y Geman (1995) o Geman y Yor (1997)— asumen un crecimiento temporal de la
cuantia declarada de siniestros y representan dicha evolucion a través de un movimiento geométrico
browniano. La hipétesis central de este articulo, sin embargo, establece un modelo browniano aditivo
o proceso de Ornstein-Uhlenbeck para representar la dindmica lineal decreciente de la variable cuantia
de siniestros pendientes de declarar. Una vez determinada esta variable, el total de siniestros
declarados se obtiene como diferencia entre la cuantia total de la catdstrofe y la cuantia de siniestros
pendiente de declaracién, eliminando de esa forma la necesidad de definir una ecuacién diferencial

estocdstica para describir su dindmica. El indice de pérdidas catastréficas resulta de multiplicar la
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cuantia declarada de siniestros por una variable aleatoria dicotomica que indica si se ha producido o

no la catastrofe.

El modelo continuo propuesto en este trabajo permite calcular facilmente el indice de pérdidas
desencadenante de los bonos sobre catéstrofes, lo que simplifica considerablemente su tarificacion a lo

largo de su periodo de maduracién.

La estimacién de los parametros, tanto del modelo original como del modelo alternativo
basado en un proceso browniano aditivo de Ornstein-Uhlenbeck, se ha realizado aplicando la
metodologia de maxima verosimilitud sobre los datos de las seis inundaciones disponibles ocurridas
en diferentes localidades espaiiolas. La comparacion realizada de los dos modelos, mediante el analisis
gréfico de los errores y el cdlculo de la raiz cuadrada del error cuadratico medio, permite concluir que
el modelo alternativo propuesto, desarrollado a partir de un proceso gaussiano de Ornstein-Uhlenbeck,

es el que mejor ajusta la realidad que queremos representar.
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