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RESUMEN

El objeto de estudio del presente trabajo es el andlisis del nivel de las reservas en
una cartera de seguros no vida. El acercamiento a esta herramienta como
indicativo de la solvencia de la cartera nos plantea una disyuntiva inicial entre
la seguridad necesaria para poder responder a los siniestros acaecidos y el
problema que genera a nivel financiero el hecho de inmovilizar reservas. Nos
enfrentamos por tanto a la disyuntiva seguridad-rentabilidad. Como elemento
equilibrador, el gestor de la cartera puede plantearse el uso de politicas de
reparto de dividendos o politicas de reaseguro que se apliquen o modifiquen en
el momento en que las reservas alcancen un determinado nivel. Analizando el
problema desde las hipdtesis clasicas del proceso de riesgo, nos planteamos en
este trabajo la probabilidad de que las reservas alcancen ese mnivel
predeterminado, momento en el que el gestor podrd replantearse sus politicas.
Esta probabilidad se obtiene para un caso general en el que los tiempos de
interocurrencia y la cuantia individual del siniestro se modelizan con
distribuciones Erlang. Finalmente se presentan ejemplos y resultados numéricos
que pueden ayudar a entender el comportamiento de dicha probabilidad.
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Reinsurance and Distribution of Dividends as

Solvency Control Tools in a Non-Life Insurance
Portfolio: Analysis from the Collective Risk Theory

ABSTRACT

The object of study of this paper is the analysis of the level of reserves in a non-life
insurance portfolio. The approach to this tool as an indicator of the solvency of the
portfolio poses an initial dilemma between the security necessary to be able to
respond to the losses that have occurred and the problem generated financially by
the fact of immobilizing reserves. We face therefore the disjunctive security-
profitability. As a balancing element, the portfolio manager may consider the use of
dividend distribution policies or reinsurance policies that are applied or modified at
the time the reserves reach a certain level. Analyzing the problem from the classical
hypotheses of the risk process, we consider in this work the probability that the
reserves reach that predetermined level, at which time the manager may rethink
his policies. This probability is obtained for a general case in which the inter-
accident times and the individual amount of the loss are modeled with Erlang
distributions. Finally, we present examples and numerical results that can help to
understand the behavior of this probability.

Keywords: non-life insurance portfolio; reserves; dividends; reinsurance; probability of
reaching the barrier; Erlang distribution.

JEL classification: G22; M10; C02; C63.
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1. Seguridad vs. rentabilidad

En este trabajo centramos nuestro andlisis en el estudio del nivel de las reservas de una
compafia de seguros no vida. Estas entidades se dedican a cubrir los riesgos (siniestros)
generados por las podlizas que forman su cartera, ofreciendo, por tanto, unas prestaciones de
caracter aleatorio debido al cardcter imprevisible de la siniestralidad.

Esta aleatoriedad y las fluctuaciones intrinsecas de la siniestralidad obligan a la
realizacion de estudios estadistico-actuariales que garanticen el cumplimiento de las
obligaciones asumidas por el asegurador. Es necesario, por tanto, un acercamiento
matematico-estadistico a los diferentes elementos que determinan el nivel de las reservas de
la compafiia. Este andlisis permite afrontar el estudio del nivel de las reservas, anélisis
imprescindible para tratar un tema fundamental como es el de la solvencia de la cartera.

Por tanto, lo que nos planteamos es la capacidad de la entidad de riesgo para hacer
frente a las obligaciones adquiridas, capacidad que puede verse afectada por, entre otros, las
fluctuaciones de la siniestralidad entorno a su valor medio. Cubrir esas desviaciones obliga a la
creaciéon de exigencias financieras. Y es precisamente en la creacién de esas exigencias
financieras donde el asegurador se enfrenta a la siguiente disyuntiva: Mantener un nivel de
reservas suficiente para poder hacer frente con garantia a los compromisos aleatorios que se
ha comprometido a cubrir es una necesidad de la entidad gestora de la cartera de riesgos, pero
la tenencia de un nivel excesivamente alto que proporcione seguridad a la compafia puede
provocar problemas de financiacién, ya que la compaiiia estaria perdiendo la posibilidad de
utilizar esos recursos para obtener una mayor rentabilidad o bien para repartir dividendos a
sus accionistas.

Asi, un nivel de reservas elevado proporciona a los asegurados la tranquilidad de
percibir las prestaciones acordadas. Aunque, evidentemente, esa seguridad se consigue a
cambio de un incremento en los costos de capital, lo que reduce los beneficios de inversion de
los accionistas y puede conllevar un riesgo de incremento de la prima en los asegurados. Surge
asi una disyuntiva para el gestor de la cartera: el del equilibrio entre seguridad y coste de
capital.

Las herramientas de las que dispone el gestor para intentar encontrar ese equilibrio son
diversas, entre ellas, la introduccién de politicas de reaseguro que busquen disminuir el efecto
de las fluctuaciones de siniestralidad respecto a la media y por tanto busquen mejorar la
capacidad de respuesta de la aseguradora, y, por otro lado, politicas de reparto de dividendos
que busquen contentar a los accionistas ante unos niveles de reserva excesivamente altas. Es
en este contexto es en el que situamos el presente trabajo, cuyo objetivo fundamental es
analizar la probabilidad de que las reservas de la compaiiia alcancen un determinado nivel de
las reservas. Denotamos esa probabilidad como:

7(u.b)

Es en ese momento en el que se considera que las reservas cubren las obligaciones
contraidas, y el gestor puede replantearse su politica de reaseguro, o considerar que un nivel
de respuesta a las obligaciones contraidas estd suficientemente cubierto y puede plantearse el
reparto de dividendos.

El enfoque que se utiliza en este trabajo para analizar el nivel de las reservas es el de los

modelos colectivos del riesgo. El trabajo se distribuye de la siguiente forma: en el apartado 2
presentamos las hipétesis basicas de la teoria colectiva del riesgo. En los apartados 3 y 4, una
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vez contextualizado el problema, presentamos la obtencidn y solucién de la probabilidad de
gue el nivel de las reservas, partiendo de un nivel inicial u, alcance un nivel predeterminado b
asumiendo distribuciones Erlang para la ocurrencia y la cuantia de los siniestros, incluyéndose
resultados numéricos. Finalmente en el apartado 5 se presentan las conclusiones del trabajo.

2.  Hipétesis basicas del modelo

El modelo clasico de la teoria del riesgo, (Gerber, 1979, Panjer et al., 1992, Kaas et al., 2008),
analiza la evolucién de las reservas en una cartera de seguros no vida. Este enfoque analiza la
variacion de las reservas libres de la compafiia calculadas como el capital inicial incrementado
por el cobro de primas a los asegurados y cuyos gastos vienen determinados por el pago de los
siniestros acaecidos.

En este modelo, R (t) indica el nivel de las reservas en un momento t € (0, =) y se
define como R(t) = u + ct — S(t), siendo u = R(0) = 0 el nivel inicial de las reservas, S(t) la
siniestralidad agregadas hasta el momento t , y ¢ la prima instantdnea percibida. La
siniestralidad agregada se define como:

Nz)
S(t)=2 X,
il
donde {N (t )}0 indica el proceso del nimero de siniestros que determina el nimero de
siniestros ocurridos hasta el momento ty las variables {X; }”i=1 son las cuantias individuales del
siniestro, variables idéntica e independientemente distribuidas con funcién de densidad f ( x) y
funcién de distribucion F (x) , siendo {N (t )}s0 independiente de{X;} i1 .

Definimos los tiempos de interocurrencia como {Ti}?il , variables idéntica e
independientemente distribuidas, con funcién densidad g (t) , siendo T; el tiempo
transcurrido hasta el primer siniestro, representando T;, i >1 el tiempo de interocurrencia
entre el siniestro i-1 y el siniestro i-ésimo. La prima instantanea c se calcula afiadiendo un

recargo de seguridad, de tal forma que ¢ - E[T;] > E[X].

Se define el momento de ruina, T, como el primer momento en que el nivel de las
reservas toma valores negativos, T = min{t = 0/R(t) < 0} cont = oo si R(t) = 0, siendo el
déficit de ruina, si ésta ocurre, Y = |R(T1)]| y reservas justo antes del momento de ruina,
R(TO).

La probabilidad de ruina dltima ¥ (u) se define como,
w(u)=P[1<o,R(0)=u|=E{I(r <),R0)=u}

Donde I(A) = 1siAocurre e I(A) = 0 en caso contrario.

En la Figura 1 se representa graficamente una posible trayectoria de las reservas bajo las
hipétesis recogidas anteriormente.

Como hemos comentado en la introduccidn, el gestor de la cartera de seguros no vida

puede optar por incluir politicas de reparto de dividendos y politicas de reaseguro.
Obviamente, la introduccién de estas politicas modifica el proceso de las reservas definido en
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el modelo clasico de las reservas. Comentamos a continuacion estas modificaciones que, sin
duda, acercan el modelo a la realidad de la gestién de la cartera.

R(t) 4

R{0)=u

X3

>
t
Figura 1: Posible trayectoria de las reservas bajo las hipétesis de la teoria del riesgo.

e Introducciéon de politicas de reparto de dividendos: La base técnica para proponer el
reparto en forma de dividendos de una parte de las reservas libres nace de la critica de De
Finneti, 1957. En ella se afirma que bajo las hipdtesis clasicas del proceso de riesgo, si el
recargo de seguridad es positivo, el nivel de las reservas de aquellas trayectorias que no se
arruinan, tiende a infinito cuando t tiende a infinito con probabilidad 1. Asi, las politicas de
reparto de dividendos aparecen como una forma de controlar un crecimiento ilimitado de las
reservas y el consiguiente coste de capital que eso conlleva. Matematicamente, el control
sobre el nivel de las reservas se realiza mediante la introduccién de barreras de dividendos
que, formalmente, se representan como b(t). La barrera indica el nivel maximo de reservas
que la gestora de la cartera considera que debe mantener en cada momento t . Asi, cuando el
nivel de las reservas alcanza la barrera, una parte o la totalidad de los ingresos por primas se
reparten en forma de dividendos.

En la literatura actuarial encontramos barreras de dividendos que pueden tomar
diferentes formas (constantes, lineales o parabdlicas).

Si asumimos una barrera de dividendos constante, es decir b(t) = b, la politica a aplicar
implicaria que cada vez que el nivel de las reservas alcance un nivel predeterminado b las
primas ingresadas se reparten en forma de dividendos hasta la ocurrencia del siguiente
siniestro. En la Figura 2 se recoge una posible trayectoria de las reservas con una barrera de
dividendos constante.

R(t) 4

ke

i
1
1
i
.
1
1
4

Figura 2: Posible trayectoria de las reservas con una barrera de dividendos constante.

192



e Introduccion de politicas de reaseguro: Como herramienta de gestién de la cartera de
seguros no vida también existe la posibilidad de que la aseguradora ceda parte de los riesgos
contraidos a una reaseguradora a cambio del pago de prima de reaseguro, es decir a cambio
de una cesidn a la reaseguradora de las primas ingresadas. En el mercado podemos encontrar
diferentes tipos de reaseguro. Si optamos por un reaseguro cuota aparte, o reaseguro
proporcional, la idea es que la compafiia aseguradora cede un porcentaje fijo, (1 — k)%, de la
cuantia del siniestro, es decir retiene un porcentaje k% del siniestro, kX . A cambio paga a la
reaseguradora un porcentaje (1 — k)% de la prima recibida. Por tanto, retiene un porcentaje k
de la prima, kc.

En concreto, si introducimos una politica de reaseguro proporcional de umbral (Castaner
et al. (2010,2012)), la idea es que la cesion de riesgos a la reaseguradora se produce con un
porcentaje de retencién distinto dependiendo de si el nivel de las reservas es mayor o menor
qgue el nivel prefijado b . Asi, el porcentaje de retencién serd k; si las reservas son menores
que b, y el porcentaje de retencién sera k, cuando el nivel de las reservas sea mayor que b. En
la Figura 3 se observa la modificacidon que sufre el proceso de las reservas con la introduccién
de una politica de reaseguro proporcional de umbral,

R(t] &

Ck

u Ck]

K. Xs

¥

Figura 3: Trayectoria de las reservas con una politica de reaseguro proporcional de umbral.

En ambas modificaciones del modelo clasico, el punto que determina el momento en
que se inicia la introduccién de politicas de dividendos o de cambio de nivel de retencidn del
reaseguro es aquel en que las reservas alcanzan el nivel de la barrera b. Cobra por tanto una
especial importancia la probabilidad de que, partiendo de un nivel inicial de las reservas u , y
dado un nivel prefijado b, las reservas de la compaiiia alcancen ese valor sin que la ruina haya
ocurrido previamente, es decir antes del momento de ruina. Esa probabilidad se representa
como x (u, b).

Asi, x (u, b) nos medird la probabilidad de que si asumimos una barrera de dividendos
constante se repartan dividendos, y si asumimos reaseguro proporcional de umbral,
representara la probabilidad de que el porcentaje de retencién varie. Es precisamente en el
calculo y analisis de esta probabilidad y (i, b) en la que centramos el trabajo.

La probabilidad complementaria se denomina (u, b) definida por tanto como la
probabilidad de que la ruina ocurra sin que las reservas hayan alcanzado previamente el nivel
b . Los primeros andlisis sobre esta probabilidad los podemos encontrar en Gerber (1987) o
Dickson (1992).
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3. Calculode y (u,b)

Una vez planteado el marco tedrico del trabajo y nuestro objetivo, nos enfrentamos al calculo
de la probabilidad definida en el apartado anterior, x (u, b). Obviamente, como primer paso,
debemos asumir una distribucién que modelice los tiempos de interocurrencia {T;};=;. En
este trabajo asumiremos que se distribuyen segun una distribucion Erlang ( k, A) , es decir, T;
~Erlang (k, A) , siendo su funcion de densidad:

/1.?: o
rt le .LI.-

1= G

La distribucidn Erlang es una distribucién ampliamente utilizada en la Teoria de Colas
para modelizar el tiempo de espera entre dos sucesos consecutivos, y por su clara similitud, es
una distribucion que en los ultimos afios ha sido muy utilizada en los modelos de teoria de la

ruina para describir {Ti}fil .

En la Figura 4 se han graficado diferentes distribuciones Erlang ( k, B) con la misma
media. Recordemos que la media de una Erlang( k, A) es E(T;) = %, por tanto, para obtener

medias iguales imponemos que A = k. Podemos observar que a mayor es el valor del
pardmetro de forma k, mayor es el apuntamiento de la distribucién.

Comparativa de distribuciones Erlang con la misma media
1.4 T T

k=1
k=2
1.2 ¢ k=4
< k=8
&
o 13
il
z
S 0.8
o
°
o \
3 0.6 -\ 1
© \
< \
% 0.4 {1\ |
o
[
a \
0.2 f \ i
\\\7
0 ‘4; SR 1 J
0 2 4 6 8 10

Valor de la variable X

Figura 4: Grafica de distribuciones Erlang ( k,A) conA =k.

En Dickson, 1998, encontramos la expresion de partida que nos permitira calcular

x (u,b):
t* Futct o
x(ub)=| jﬁ g@)x (u+ct—x.b)dF(x)dt+ | g(t)dt . (1)

La expresion se basa en diferenciar si el momento de ocurrencia del primer siniestro

. . b-u .
ocurre antes o después del momento t*, siendo t* = — ,el primer momento en el que el
Cc
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proceso de reserva alcanzaria un nivel predeterminado b en el supuesto de que no ocurriese el
supuesto.

Si asumimos .que T; ~Erlang (k, A) sustituyendo su funcion de densidad g (t) en (1), y
realizando el cambio de variable s = u + ct, se obtiene

c

¢ (k—1)!

E-1 ";iJ

(x—u | PL

pele ) :
s (k—1)!

[ 7 (s—x.b)dF (x)ds +
(2)

Para poder determinar el valor de y (i, b) necesitamos obtener en primer lugar una
ecuacion siniestro, podremos obtener la Ecuacién Diferencial Ordinaria (EDO) en x (u, b).

Para ello, tenemos que derivar de forma sucesiva la expresién (2) para eliminar los
sumandos integrales. Para facilitar ese proceso derivativo, obtendremos a continuacion,
mediante un proceso recursivo, una expresion para la derivada n-ésima de la funcién de
densidad Erlang ( k, A). En el Lema 1 recogemos la obtencion de esa derivada, a la que
denominamos

d"g(1) _
"

k
A i-1 a At

Lema 1. Sea g(t) una distribucién Erlang ( k, A), con funcién de densidad ~ £()= D!

entonces

d'g(t) A a A dTe® 5
= k—i)- e oS 2 :
dr" {k—l]!l:lﬂ ) ¢ Eﬂ = =)

J=0

plg %0 472

n a ot ]

S P L
En aras de simplificar nomenclatura denotamos \ dt dt" J a la ecuacion
diferencial ordinaria para g(t) que aparece en la expresion previa,

F[& dg ©) a‘”']g{f)]_ S Ol ST

" d 77 dr! = r'! dt™

dg(t)

B
Asi, derivando sucesivamente la expresion (2), y utilizando la expresidn genérica ct
obtenida en el Lema 1, se obtiene una ecuacién integro diferencial para y (u, b) que se recoge
en el Teorema 1.
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Teorema 1: La ecuacion integro diferencial para x (i, b) en un proceso de reservas en el
que se asume que T; ~Erlang (k, \) es,

a1 AT \
4, =(-1) FI(HJ*
(3)
siendo,
dy=c-y(ub)
A

A=A =T k2L
[5 .
I(w)= [ 7(u—x.b)dF(x)

El Teorema 1 nos permite obtener las ecuaciones integro diferenciales para y (u, b) al
asumir que T, ~Erlang (k, A). En la Tabla 1, a nivel de ejemplo, se obtienen las ecuaciones
integro-diferenciales para diferentes valores del pardmetro k. En aras de simplificar las
expresiones, x (u, b) = y.

. a2 AF L
4 =(-) 5=1(x)
-2 AF
k 4, (-1) s I(u)
1 c-¥—A-F —iﬂ:u_}
22 Al
3 c-y"—-2-A-y+—-¥ f'[”}
c [N
32 A A
3 c-y"=3-A-y"+ KX ——1(u)
. T\
64 , 4i* | A' At
4 c-y"—4-A-y"v— -y XX Caf(”}
) 1047 104° sat A° A
5 |e-pm™35-A-ym™+ B B e i e i 4 ——1(u)
P c c c c

Tabla 1. Ecuaciones integro-diferenciales para y (u, b) si T; ~Erlang (k, A) siendo k = 1,2,..,5

Como podemos observar en las ecuaciones integro diferenciales previas, encontramos
el elemento integreal:

I(u) =Lu;{-‘[u—x=b]d}"'(x)
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Para obtener una ecuacién diferencial ordinaria para x (1, b) que podamos resolver,
debemos asumir debemos asumir una distribucién que modelice la cuantia individual de
siniestro, es decir F(x), y posteriormente iniciar un proceso de derivacidn sucesiva (cuyo orden
dependerd de la distribucidn F (x) asumida) para poder eliminar I (u).

A nivel de ejemplo, asumimos a continuacién que los tiempos de interocurrencia se
distribuyen segln una Erlang ( k, A) y la cuantia individual del siniestro se distribuye segun

una exponencial®, es decir asumimos que f(x) = a - e~%*. Sustituyendo f(x)en I(u), se
obtiene I(u) = f:)((u —x,b) a-e **dx, y derivando,

I'{u}=ajt:u=b]—af(u:}. (4)

Derivando (3) y sustituyendo (4), se obtiene:

. w2 AN,
A= (17 20 (w) =
[
w2 AF
=(-1) F[W{“:b]—ﬂ””]}:
w2 AF -2 AF

=(-1) == B)—a(-1) T ——=TI(u)=
(—1) Ck_lc:rx{u. J—ai-1) = (u)

Y reescribiendo,

ook A
A‘k+a'Ak—|:~—1jk Fa‘ﬂ\u,b]=ﬂ

Hemos obtenido, por tanto, la EDO que nos permitird obtener y (i, b) al asumir que la
cuantia individual del siniestro sigue una distribucién exponencial.

En el siguiente apartado, en aras de una mayor generalizacién de los resultados, nos
planteamos la obtencidn de la ecuacion diferencial ordinaria si los tiempos de interocurrencia
se distribuyen segun una Erlang ( k, A) y la cuantia individual del siniestro se modeliza segun
una Erlang ( n, y). En el ejemplo anterior en el que asumimos que f ( x) se distribuye segtin una
exponencial, es decir segln una Erlang de pardmetro 1, hemos derivado una vez para obtener
la EDO correspondiente. Al generalizar el orden de la distribucién Erlang asumida para
representar la cuantia, tendremos que derivar n veces para obtener la EDO correspondiente.

3.1. Cuantia individual del siniestro Erlang (n, y).
En este apartado vamos a generalizar la obtencion de la ecuacion diferencial ordinaria que nos
permitird hallar y (1, b) si asumimos que los tiempos de interocurrencia se distribuyen segun

! Recordemos que una distribucién exponencial de parametro a es una Erlang (1, o).
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una Erlang ( k, A) y la cuantia individual del siniestro se distribuye segiin una Erlang ( n,y ), es
decir si,

A

f‘ x} _ .;V xn—lg—a—r
T (n-1)! '

Podemos obtener la EDO para y (u, b) bajo estas hipétesis aplicando el Lemma 1
obtenido en Claramunt et al. (2005). Presentamos la solucion en el Teorema 2.

Teorema 2: La ecuacion diferencial ordinaria (EDO) para y (i, b) en un proceso de reservas
en el que se asume que el tiempo de ocurrencia se distribuye segin una Erlang (k,A) y la
cuantia individual del siniestro se distribuye segin una Erlang (n,y) es,

2 'y = o )
A" =(- 1] cl,mb z[ }A (1) (3)
siendo
p2 A
A4 =(-1) " 551 (u).

A continuacién, presentamos dos ejemplos que permiten clarificar las expresiones
previamente obtenidas:

Ejemplo 1: Asumimos que el tiempo de interocurrencia se distribuye segin una Erlang
(2, A) y la cuantia individual del siniestro se distribuye segin una Erlang (2,y ), es decir k=n =
2 . A partir de (5) obtenemos,

..j 2 1 “. . ]
AV =21 y(wp)- Z‘ 4, () 7
AN
Y desarrollando,
& y(ub) | & r(ub) | B (ub) | b
2 &2(1b) )4 (256 ~220) E212%:2) PRl d CLI PP IR { CL) PSR
c ' cu” ' T S ' ci
Ejemplo 2: Asumimos que el tiempo de interocurrencia se distribuye segun una Erlang
(1, A) y la cuantia individual del siniestro se distribuye segiin una Erlang (3,y ), esdecirk=1yn
= 3. A partir de (5) obtenemos,
3) 1o w30 3-i
A =7 p(wb)=-Y) )
i
Y desarrollando,
& r(ub &x(ub) B r(wb u,b
c—ﬂ; j+[3?c—z1]—'¥ﬁ{ - J+[3ylc—31yj—ﬂ ) +(e-327 ]—[ ) 0. )
it ci ' cu cut
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En los ejemplos anteriores podemos observar que el grado de la EDO obtenidaesn + k.
4. Resolucion de la E.D.O. obtenida para el calculo de x (u, b).

El proceso de resolucidon de la ecuacién diferencial ordinaria obtenida en (5) es una tarea
ardua debido a la complejidad de generalizar la tipologia de las raices obtenidas de la ecuacién
caracteristica asociada a la ecuacidn diferencial ordinaria. Recordamos que la estructura de
solucidn de la ecuacidn diferencial ordinaria depende de las raices obtenidas asociadas al
polinomio caracteristico. Asi, en funcién de si son reales simples, reales multiples o complejas,
la forma que tendra la funcién para la que hemos calculado la EDO sera diferente. Obviamente
este hecho complica la obtencién de una estructura de solucién general para el caso analizado
en Este trabajo, es decir, para interocurrencia de los siniestros Erlang ( k, A) y cuantia
individual del siniestro Erlang (n,y ) .

Claramunt et al. (2005) encontraron una solucién recursiva para la EDO asumiendo que
los tiempos de interocurrencia se distribuian segun Erlang (2, A) , y la cuantia individual del
siniestro segun una Erlang ( n,y) , es decir, para un caso particular de la generalizacién
presentada en el presente trabajo. Dichas soluciones se encontraron bajos el supuesto de que
las raices de las ecuaciones diferenciales ordinarias eran reales. No obstante, a mayor es el
grado de la ecuacion diferencial ordinaria, y por tanto el grado del polinomio caracteristico
asociado, mas dificil es la consistencia de esta suposicidn, ya que, en la descomposicion
polindbmica en raices, a mayor sea el grado del polinomio, mds probable es la existencia de
raices complejas®’. Recordemos que el orden de la EDO obtenida depende del primer
parametro de las distribuciones Erlang asumidas, en concreto, en el caso objeto de estudio en
este trabajo, el orden es (n + k).

Debido a la complejidad de resolucién de la ecuacion diferencial ordinaria general
obtenida en este trabajo por la problematica anteriormente descrita respecto a la naturaleza
de las raices, hemos optado por la realizacién de simulaciones que nos permitan obtener
resultados para la variable objeto de estudio, y (i, b). La simulacién se ha realizado mediante
scripts en lenguaje R y Matlab.

Asi, como primer paso, hemos optado por trabajar con el modelo analizado en
Claramunt et al. (2005), T; ~Erlang (2, A) y X; ~Erlang (n, y), previamente descrito, para el que
los autores encontraron una solucién analitica asumiendo raices reales para el polinomio
caracteristico. De esta forma podemos analizar el error que la simulacién que realizaremos
genera respecto a la solucién exacta. Posteriormente, y una vez comentada la idoneidad de los
programas de simulacion utilizados, obtendremos resultados para el caso general analizado, es
decir para T; ~Erlang (k, A) y X; ~Erlang (n, y).

% Observacion: La descomposicion de un polinomio es P(z) = rz=-b)=(E—-b)  (z—Dby)-
.....(z — by). Supongamos que B es la densidad de probabilidad (/3 = i) de que un ndmero con modulo

2nr

r sobre el plano complejo sea raiz de un polinomio, la probabilidad de que la raiz de un polinomio sea real

seria de: p(real) =2-dl-B=2-Q2-mw-dr)-B=4-m-B-dr. Si se aproxima dr por una longitud

sumamente pequefia de r (médulo del nimero sobre el plano complejo), vemos como mayor sea el nimero,
., d . . -z Z Z

la fraccion Trva disminuyendo a proporcion de que él modulo aumenta, por lo cual cuan mayor sean las

raices, menor probabilidad de que éstas sean reales (0 contenga alguna real). Asimismo, la probabilidad va
disminuyendo a medida del grado del polinomio, ya que las raices van multiplicando (n — 1) veces, por lo
que la consistencia de que la suposicién de que las raices sean reales decrece muy rapidamente.

199



Modelo T; ~Erlang (2, A) y X; ~Erlang (n, ¥): vamos a plantear la solucién de la EDO (6)
resultante de asumir que el tiempo de interocurrencia se distribuye segin una Erlang (2,A) y la
cuantia individual del siniestro se distribuye segin una Erlang (n, y). El valor de la prima
instantdnea c lo obtenemos asumiendo un recargo de seguridad positivo, es decir, ¢ - E(T;) >

E(X). Recordando que la esperanza de una distribucién Erlang (a,b) es %, debe cumplirse que

2.2 . . ..
¢ > o En concreto, si asumimos que A = y = 2, fijamos ¢ = 1.1.

Bajo esta hipdtesis podemos escribir (6) cémo:

3 -b-.
4044 S EP) g 76 21 2 o,

cu cu’ cu o

a2 \ - ;
11 Oy (ub) | Br(ub)

—~d & 0
, & xlu.b)
~ A

siendo el polinomio caracteristico asociado 1.1% - r* + 0.44-r3 +8.76 - 12 — 1.6 - v = 0, del
que se obtienen las raicesr;,i = 1,2,3,4 que toman valores {0, —2.7892,2.6074,—0.1818},
En este caso las raices son reales simples siendo, por tanto, la solucién del tipo y(u, b) =
Yici Cire T

En primer lugar, usando las condiciones de contorno descritas por Claramunt et al.
(2005), obtenemos la solucién exacta de x (u, b) para diferentes valoresde uy b .

En la Tabla 2, y con la finalidad de analizar y entender el comportamiento de la
probabilidad y (u, b) , se incluyen resultados para diferentes valores de u (reservas iniciales) y
b (nivel de la barrera).

ub [ 0 1 2 3 6 7 8 9 10 11 12 15

0 1 | 03802 | 03654 | 02805 | ... | 0.183%8 | 0.1725 | 0.1627 | 015354 | 0.1458 | 0.1454 | 0.1419 0.1351
1 1 1 0.7600 | 0.5828 | ... | 0.3863 | 0.3385 | 03383 | 0.3230 | 03113 | 03022 | 02930 0.2800
2 1 1 1 08472 .. | 05650 | 0.3244 [ 04947 | 0.4725 | 04337 | 04420 | 04315 0.4100
3 1 1 1 1 0.7146 | 0.6633 | 0.6258 [ 05978 | 0.5760 | 0.5392 | 03438 0.5197
] 1 1 1 1 1 09545 | 0.9022 | 08617 | 0.8305 | 0.8062 | 0.7367 0.7454
T 1 1 1 1 1 1 09643 | 0.9221 | 0.8889 | 0.83628 | 0.8422 0.8020
8 1 1 1 1 1 1 1 09716 | 09374 | 0.9100 | 0.8383 0.8436
2 1 09711 | 0.9493 | 0.9268 0.8824
10 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9815 | 09588 09120
11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0.9349 09384
12 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0.93%6
15 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Tabla 2. Valores de x (u, b) Si Erlang (2, A) y X; ~Erlang (n, ).
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Tal y como puede observarse en la Tabla 2 a medida que aumenta el nivel de reservas
iniciales, u , para una barrera b determinada, la probabilidad de que el proceso de reservas
llegue a dicha barrera sin que se haya producido la ruina, x (u,b) aumenta; mientras que
para un nivel fijado de u, a mayor es el nivel de la barrera b, menor es la probabilidad de
alcanzar la barrera sin que el proceso se arruine previamente. Légicamente para valores donde
la reserva inicial es igual o superior a la barrera, xy (u, b) es igual a la unidad.

A continuacidn, y para contrastar el programa de simulacidon que usaremos en siguientes
apartados para obtener resultados de x (u,b) para grados superiores de la distribucién
Erlang, simulamos el proceso en este caso particular.

En concreto, realizamos la simulacién para b =10 y diferentes valores de u. Las
probabilidades obtenidas se recogen en la Tabla 3 conjuntamente con los resultados tedricos
calculados con el proceso recursivo de Claramunt et al. (2005). Incluimos también el error
relativo entre el resultado tedrico y el simulado como medida de la validez del proceso
simulado.

u III:H, E}} tedrica X I::M,f?:} simulada Error relativo
0 0.1498 0.1453 -2, 87%
1 0.5113 03112 -0,03%
2 0.4337 0.43501 -0,79%
K] 0.5780 0.3582 -3,09%
4 0.6766 0.6606 -2.36%
) 0.7603 0.7382 -2.93%
6 0.8303 0.8210 -1,14%
T 08889 0.8373 -3,55%
] 0.9374 02177 -2, 10%
9 09711 0.9568 -1,.47%
10 1 1 0,00%

Tabla 3. y (u, b) si Erlang (2, 2) y X; ~Erlang (2, 2) si b = 10.

Puede observarse que los errores relativos estan acotados entre [-3.55%,-0.03%)].
(Dichas simulaciones han sido realizadas con 2103 pasos de camino aleatorio y 2104
iteraciones). Intuimos que los errores se deben a un problema computacional, de ahi que
presentemos a continuacién la Tabla 4 para comprobar que el numero de iteraciones altera
los resultados.

En la tabla, ' = 102 y, donde el subindice indica la cantidad de iteraciones con la que
se ha calculado. Para cada simulaciéon se ha utilizado 2103 pasos de camino aleatorio.
Asimismo, cada simulacidon se ha repetido 5 veces con el objetivo de medir la dispersion de los
resultados simulados, en forma de desviacidon estandar. En dicha tabla se puede observar

201



como a medida que el nimero de iteraciones (repeticiones del experimento o proceso)
aumenta, el resultado tiende con mayor precisidn y con menor dispersion (desviacion
estandar) al valor tedrico. Por tanto, podemos concluir que el error obtenido al aplicar el
proceso de simulacion el proceso de simulacion se debe a los problemas computacionales
comentados.

(.5) | x'r teorica X e X sy Xy X e
(0,50) 12.68 1214+ 078 1220+ 064 1272+ 027 1267003
{ﬂ,lﬂ) 1498 14 82+ 099 1484+043 14934035 1400+ 004

[:]_E) 3383 3174+ 118 328640897 [ 3325+£035 3580023
(6.6) 100,00 100.00+0.00 [ 100.00+0.00 [ 10000+ 0.00 | 10000+ 0.00

Tabla 4. Resultados simulados y teéricos de 102. y (u, b) Si Erlang (2, 2) y X; ~Erlang (2, 2).

Modelo T, ~Erlang (k, A) y X; ~Erlang (n, y) Recordamos que cuando trabajamos con
distribuciones Erlangs con parametros elevados no podemos asegurar la existencia de raices
reales para el polinomio caracteristico asociado a la EDO, y por tanto, el proceso de generalizar
soluciones es muy complejo. A continuacidn, y una vez comprobado que el proceso de
simulacidn ajusta bien, presentamos en la Tabla 5 los resultados obtenidos por simulacién
para distribuciones Erlangs con parametros elevados.

%(u.b) para T, ~ Erlang(y.y) vy X ~ Erlang(5.5) para =10

u r=1 y=2 ¥y=5 y=10 ¥ =100
0 01112 0.1364 0.2075 0.2310 02012
E) 0.5020 0.6362 0.8204 0.8742 0.9303
5 0.6851 0.8050 0.9277 0.9765 0.0927
7 08123 0.9072 0.9611 0.9891 0.8975
9 09365 0.9813 0.9833 0.9992 0.9998

I(H,E?ZJ para T; — E}‘Iang(}’,}’) y X~ Erfawg(]o,l[))para b=10

u r=1 y=2 y=5 y=10 y =100
0 0.1108 0.1438 0.2119 02701 0.3639
3 0.5498 06734 0.8857 0.9482 0.9997
5 0.7061 0.8425 0.9684 0.9908 1.000
T 0.8246 09330 0.0884 0.9997 1.000
9 09434 09792 0.9993 1.000 1.000

Z(u.b) para T, ~ Erlang(y.y) vy X ~ Erlang(100,100) para =10

u r=1 y=2 ry=5 y=10 ¥ =100
0 0.1217 0.1638 0.2128 0.3003 1.000
3 0.5462 0.7438 0.9445 0.9937 1.000
5 0.7220 0.8580 0.9593 1.000 1.000
7 0.8476 0.9566 1.000 1.000 1.000
9 0.9327 0.9837 1.000 1.000 1.000

Tabla 5:)( (it, b) para b=10.
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Podemos observar que a mayor es el grado de la distribucion Erlang que modeliza la
cuantia individual del siniestro (bajo la media unitaria), mayor es el valor de x (u,b). Este
hecho es perfectamente ldgico, ya que si hacemos tender el grado de la distribucién Erlang a
infinito, obtenemos una distribucién delta de Dirac®®, por lo que el proceso de reservas
obtenido dependera exclusivamente del tiempo de interocurrencia. Aproximadamente, si
como hemos supuesto en el presente trabajo, la prima instantanea es ¢ = 1.1, es decir, si
asumimos que el recargo de seguridad es de un 10%, la probabilidad del proceso sera el del
cuantil equivalente 1.1de la Erlang del tiempo de interocurrencia. Si imaginasemos que ambas
distribuciones de probabilidad (las Erlangs que modelizan introcurrencia y cuantia) son deltas
de Dirac lo que obtendremos serd un proceso numerario tal que para cada salto suma 0.1
unidades monetarias, sin varianza alguna, por lo que el proceso es perfectamente creciente,
siendoy (u,b) =1.

Probabilidad de supervivencia

Una vez obtenida la probabilidad y (u, b), nos planteamos el célculo de la probabilidad de
supervivencia ¢ (u) definida como la probabilidad complementaria de la probabilidad de ruina
altima, ¥ (u), es decir como la probabilidad de que el proceso de las reservas no tome valores
negativos.

Esta probabilidad de supervivencia puede obtenerse a partir de y (u, b) haciendo que el
valor de la barrera b tienda a infinito,

lim 7 (.5) = @(u).

Si x(u,b) indica la probabilidad de que el nivel de las reservas alcance la barrera sin
que la ruina haya ocurrido previamente, al hacer tender b a infinito, estamos calculando la
probabilidad de que el proceso no se arruine nunca, por tanto la probabilidad de
supervivencia.

Para obtener resultados se ha utilizado el script comentado previamente. Para simular
una barrea infinita, se ha utilizado b =100 , y las simulaciones se han realizado con 2.10*
simulaciones y 5.10° pasos de camino aleatorio, para que los resultados fueran consistentes.
Los resultados obtenidos se recogen en la Tabla 6.

® Delta de Dirac o funcién impulso: distribucion muy conocida en fisica e ingenieria. La funcién de
densidad de probabilidad de una delta de Dirac se define como:

- T &S

J;f—£|=<
A

g [U R

e

B RE

Si se realiza el siguiente limite puede encontrarse la siguiente igualdad:

ok s ™
limg (65.4) =lim == e =0 =2
= oz (&-1) . A

Donde § (t - ;) se refiere a una Delta de Dirac con media%. Esta igualdad se basa en que la asimetria
. 2 . 2 .6 . 6 N

sigue — por lo que llmkﬁmﬁ =0y la curtosis - por lo que llmk—mﬁ = 0, lo que implica que valores

infinitos de k y A, la funcién de densidad de probabilidad es infinitamente apuntada y perfecta simétrica.
Esas dos condiciones solo lo puede cumplir la funcién de densidad delta de Dirac (Jessop, 2011).
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u n=1 n=2 =1 n=2 = = n=4 n=1
b=mo ¥=1 y=1 =2 =2 =4 y=2 =4 y=10
0 0.0923 | 0.1165 0.0%35 0.1315 0.133 0.1308 0.1773 0.1565
1 0.1916 | 0.2158 0.2552 0.2920 0.3385 03112 040865 0.2505
2 0.2574 | 03130 0.3531 0.43%95 0.4935 0.4576 0.5927 0.4021
3 03096 | 035175 | 04205 0573 0.6255 | 0.5668 0.7155 0.4787
4 0.3803 | 0.4488 04888 0.6675 0.7305 0.6720 0.8025 0.5873
5 0.4196 | 05228 0.5523 0.6975 0.7995 0.7426 0.8795 0.6240
6 04640 | 05663 | 0.5%47 0.7220 | 0.8415 | 0.7930 0.8525 0.6783
7 05127 | 061925 | 0.6642 0.8400 0.8815 0.8350 0.9325 0.7322
3 0.5555 | 0.6520 0.7135 08646 0.911 0.8776 0.9522 0.7716
9 0.5892 | 0.6967 | 0.7030 0.8965 0.932 0.8546 0.5745 0.8173
10 0.622 | 0.7050 0.7852 0.9121 0.946 0.9250 0.9763 0.8440
u n=10 | n=10 | n=1 n=100 | n=100 | =20 n=100 | n=10*
b=mw | y=1 ¥ =10 y=100 | =1 ¥=20 ¥=100 ¥=100 }‘:1{]4
1] 0.1010 | 0277 0.1780 0.0%06 0.4277 0.4682 0.6475 1.000
1 0.2163 | 0.6885 0.3210 02136 0.9579 0.966 1.000 1.000
2 03154 | 0.873 0.4052 03515 1.000 1.000 1.000 1.000
3 04344 | 0954 0.5095 0.4627 1.000 1.000 1.000 1.000
4 0.5175 | 0978 0.5844 0.5510 1.000 1.000 1.000 1.000
5 05905 | 09978 | 06560 | 0.6410 1.000 1.000 1.000 1.000
(1] 0.6867 | 0.9975 0.7068 0.7002 1.000 1.000 1.000 1.000
7 0.7149 | 0.9995 0.7651 0.7453 1.000 1.000 1.000 1.000
8 0.7677 | 0995 0.7985 | 0.7891 1.000 1.000 1.000 1.000
9 0.8021 1.000 0.8325 08296 1.000 1.000 1.000 1.000
10 0.8374 | 1.000 0.8546 03462 1.000 1.000 1.000 1.000

Tabla 6: x (u, ©) = @(w) para Tj~Erlang (y,y) y X; ~Erlang (n, n).
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En la Figura 5 podemos observar que a medida que ny y aumentan, la funcién de distribucién de
probabilidad toma formas mads simétricas y mds apuntadas. Esta es la razén de qué en las tablas
anteriores para simulaciones de parametros altos, las probabilidades de y (u,»), es decir la
probabilidad de supervivencia, van creciendo a medida que n y y (de la cuantia y/o del tiempo)
aumentan. La causa es que la dispersién, tanto del tiempo de interocurrencia como el de la cuantia,
disminuye, por lo que el recargo de seguridad de la prima cubre dicha dispersién en mayor nimero de
simulaciones o procesos, lo que genera que la probabilidad aumente.

Y
o
T

Densidad de probabilidad (x)
N w

/ N
T\ I ) NS Y S A 1Y S 1 B SO A |
107 10 10 10

x
——Erlang(1,1) —— Erlang(2.2) —— Erlang(16,16) Erlang(64.64) —— Erlang(80.80) Cﬂan§:100.|DCr]

Figura 5: Representacion de distribuciones Erlang con valor esperado unitario.

5. Conclusiones

El objetivo principal de este trabajo ha sido el estudio de la probabilidad B Bu , b@ bajo la hipdtesis de
que tanto la cuantia individual de siniestro como el tiempo de interocurrencia de los siniestros se
distribuyen bajo distribuciones Erlang. La importancia de y (u, b) radica en que nos permite obtener la
probabilidad de que en una cartera de seguros no vida se introduzcan politicas de reparto de dividendos
o de reaseguro como medidas de control de la solvencia.

Hemos presentado la obtencién de la ecuacidn diferencial ordinaria bajo esa hipdtesis, siendo
conscientes de la problematica que conlleva el hecho de que a mayor es el grado de la Erlang que
asumimos en el modelo, menos consistente es la hipdtesis de que las raices asociadas al polinomio
caracteristico son reales, lo que, obviamente, dificulta la generalizacion de las condiciones de contorno
necesarias para encontrar una solucidn analitica.

En Claramunt et al. (2005) se obtuvieron esas condiciones asumiendo que los tiempos de
interocurrencia se distribuyen segun una T; ~Erlang(2, A) y la cuantia individual del siniestro-sigue una
X i Erlang ( nyy) . Y es precisamente ese caso concreto, para el que podemos obtener resultados
analiticos, el que utilizamos para saber si la simulacidn realizada mediante scripts en Matlab y en R es
fiable. Para clarificar este punto hemos presentado ejemplos numéricos y analizado las diferencias
halladas entre el modelo tedrico y el simulado.

BIBLIOGRAFIA

Castafier, A.; Claramunt, M.M.; Marmol, M. (2010). Deficit at ruin with threshold proportional
reinsurance. Insurance Markets and Companies: Analyses and Actuarial Computations, 1(1), pp. 38 - 44 .

205



Castafier, A.; Claramunt, M.M.; Marmol, M. (2012). Ruin probability and time of ruin with a proportional
reinsurance threshold strategy. TOP, 20(3), pp. 614 - 638 .

Claramunt, M.M., Marmol, M., Lacayo, R. (2005). On the probability of reaching a barrier in an Erlang(2)
risk process. R. Statistics and Operations Research Transactions (SORT). Vol. 29, no 2.

De Finetti, B., (1957). Su un’impostazing alternative della teoria collective del rischio. In:Transactions of
the XVth international congress of actuaties,Vol 2,433-443.

Dickson D.C.M. (1992) On the distribution of the surplus prior to ruin. Insurance: Mathematics and
Economics 11, 191-207.

Dickson, D.C.M, Hipp, C. (1998). Ruin probabilities for Erlang(2) risk process. Insurance: Mathematics
and Economics, 22, 251-262.

Gerber, H. U., Goovaerts, M. J. and Kaas, R. (1987) On the probability and severity of ruin. ASTIN Bulletin
17, 151-163.

Gerber, H.U. (1979). An introduction to mathematical risk theory. S.S. Huebner Foundation. University
of Pennsylvania, Philadelphia.

Jessop. R. (2011). Stability and Hopf Bifurcation Analysis of Hopfield Neural Networks with a General
Distribution of Delays. UWSpace. http://hdl.handle.net/10012/6403.

Kaas, R., Goovaerts, M., Dhaene, J., Denuit, M (2008). Modern Actuarial Risk Theory Using R. Springer-
Verlag. Berlin-Heidelberg.

Panjer, H., Willmot, G.E. (1992). Insurance Risk Models. Society of Actuaries.

206


http://hdl.handle.net/10012/6403

